Rapport et exercices oraux HEC Mathématiques ECG Maths
approfondies

Juin 2025

Les oraux se sont bien passés malgré la chaleur.

Certains éléves maitrisaient mal le cours et jouaient la montre. D’autres au contraire étaient dynamiques et
combatifs essayant de trouver des solutions. Nous avons valorisé ces derniers.

Nous avons vu des éléves extrémement brillants, ayant une approche intuitive rivalisant avec les scientifiques.
D’autres malheureusement ne connaissaient pas les hypothéses des théorémes ou des propriétés et parfois mal leurs
résultats.

Les notes se sont étalées de 3 & 20 avec une moyenne de 11,75 et un écart-type de 3,84.

count 384.000000
mean 11.858073
std 3.880060
min 3.000000
259% 9.000000
50% 12.000000
75% 15.000000
max 20.000000

Le jury aimerait insister sur les points suivants.

Il est important de bien organiser son tableau : les candidats doivent le découper et y écrire en colonnes.
Plusieurs candidats effacent leurs résultats trop vite, alors que la moitié du tableau est encore vide. De plus,
avant d’effacer quoi que ce soit au tableau, il faut demander 'autorisation du jury.

Les candidats annoncent parfois qu’ils ont des pistes alors qu’ils n’ont rien. C’est a la longue assez agacant. . .

Il faut savoir illustrer des résultats de propriétés : les sommes de Riemann, la convexité ou des définitions
projecteur. . .

Il faut rappeler que 'intégrande doit étre continue et qu’une « impropreté » est 14 o I'intégrande n’est pas
continue et non aux bornes de I'intégrale.

Le jury ne souhaite pas que les candidats passent des questions mais qu’ils se confrontent aux questions
difficiles.

Le jury attend des candidats qu’ils sachent prouver si une intégrale converge et ne calculent pas « sous réserve
de convergence ».

Il faut savoir mieux revenir aux définitions en étant plus méthodique et structuré. La manipulation des
quantificateurs est parfois déficiente et cela a pu empécher certains candidats ayant de bonnes intuitions de
conclure proprement un raisonnement.

Quand un exercice propose le code d’une fonction Python et demande au candidat d’expliquer ce que fait la
fonction, le jury n’attend pas qu’il se contente de paraphraser voir simplement lire le code.

Plusieurs candidats ont semblé mal a ’aise avec la convexité, en particulier 'interprétation géométrique de
la définition n’était pas toujours maitrisée.



e Il est important de participer a la journée de I'oral ou, au moins, de la visionner. Elle répond aux questions
de 'organisation et des attendus de chaque oral.

Cela permet aux étudiants d’apprendre le déroulement d’un oral du point de vue des membres du jury.

Nous félicitons ceux, nombreux, qui se sont accrochés jusqu’au bout, essayant diverses méthodes, proposant des
idées.

L’exercice sans préparation a trés bien rempli son role et permet de rattraper des premiéres parties d’oraux mal
commenceés, ou de confirmer une prestation remarquable.

Voici quelques sujets proposés cette année. Nous publions aussi leurs corrigés, mais insistons sur le fait que ces
corrigés sont indicatifs, ont été écrit a I'intention des membres de jury et ne correspondent pas toujours exactement
a un attendu.
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Exercice principal 1

Toutes les variables aléatoires considérées ici sont définies sur un méme espace probabilisé (92, A, P).
™ T
Soit [ = [_Z’ Z] On consideére la fonction ¢ : I — R définie par

2
Vo €I, p(z) = In(cos(z)) + =

1. Question de cours : rappeler la formule de Taylor avec reste intégral (& 'ordre n € N quelconque), pour une
fonction de classe C™.

2. Montrer que tout z € R, |sin(z)| < |z|.

3. Montrer qu’il existe une constante M > 0 telle que

Vo €I, |p(z)| < Mzt
4. Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi et vérifiant
PX;=-1)=P(X;=1) =—.

On pose pour tout n € N* :

1 n
Yo ==Y V2k—1X,.
n
k=1
(a) Montrer que pour tout ¢t € I et tout n € N*, on a

E(cos(tYn)) = H cos(%t).
k=1

(b) Soit t € I. Montrer qu’il existe un entier N; € N* tel que
Vn > Ny, Vke{l,--- ,n},——t €l

(¢) Soit ¢t € I. Déterminer la limite
lim E(cos(tYy)) .

n—-+oo

Solution :

1. Voie EC, mathématiques approfondies de premiere année p19
2. Par parité, il suffit de montrer I'inégalité quand x > 0. On sait dans ce cas que

vt € [0,4], |(sin)' ()] = | cos(t)| < L.

En utilisant I'inégalité des accroissements finis, on en déduit que |sin(z)| < |z|.

3. On a pour tout x €

N sin(x)
wlw) = cos(x) e
et )
1 sin” x
17" 1 _
o) = cos?(x) cos? x



Ainsi,
2
sin” x .
=2sin’z < 212,

N

1
) < G

En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral en 0, on a pour tout x € I avec z > 0 :

|¢<z>|:|so<o>+so'<o>x+/z< o' dt|—|/ (x — )" (t)d]

Ainsi, pour z > 0 on a

:174 4 1.4

(@) < /Omcr 1)l (1)dt < 2/0% ST A A

Pour x < 0, on utilise la parité de ¢.
4. (a) Montrons par récurrence sur n la propriété :

- o

vVt € I, Ecos(tYy)

).

On pose dans la suite pour tout n > 1 :

La propriété est vraie pour n = 1 car

1 1
=3 cos(—t) + 3 cos(t) = cos(t).

Supposons qu’elle est vraie pour un certaine n € N*. On a

Zn+1 Zn+V2n+1X, 4 nY, V2n+1

E(cos(tY1)) = Ecos(tX1))

Y, = = = X,
T n+1 ntl atl ot
Donc
tY, V2 1 . tYo, . . V2 1
E(cos(tY,41)) =E (cos(:Jr 1)cos( ni—i tXnt1) — Sln(:+ 1)sm( nz—i tXnH)) .

Par linéarité de ’espérance et le lemme des coalitions on a

Bieos(t¥sn)) = B (e ) & (cos( 2 00 ) - (s 202 Y (sn 225 ]

o).

+1 n+1 +1 n+1
On a
V2n+1 1 V2n+1 1 V2n+1 V2n+1
E | cos(————tXp41) | = fcos(—i)—i—fcos(i):cos(i).
n+1 2 n+1 2 n+1
E sin(ﬂt)( ) —lsin(—ﬂ) sin(——— 2nt 1 )=0
nt1 V)T nt1 727 nrl ’

et par hypothése de récurrence

E(CO ntY,, ) ﬁ V2k -1 nt ﬁ n+1 ).

D’ou

n+1 /72]C 1
E tY, = _—
cos(tYy,41)) kl;[lcos( 1

).

(b) Sit=0, Ny =1.8Sit#0, alors

V2k—1
Vke{l,m,n},Ttel

si et seulement si

VkE{l,---7 }l Ht|

ou si et seulement si

Il suffit que ensuite d’observer que



(c) Etant donné que t — E cos(tY,,)) est une fonction paire, on supposera que t > 0. On a pour n > Ny :

V2k—1

Vke{l,---,n}, cos(Tt) € [cos(%),cosO] =[—=,1].

Sl

Ainsi, pour n > N,

In(E(cos(tV11))) = nfln (cos(sk_lt)> - nf (w(mt) _ 12]“‘%?) .

— +1 Pt n+1 2 (n+1)2
D’ou
1, )
In(E(cos(tYp41))) = —mt Z(kz - 5) +ei(n) = —=t° +&4(n)
k=1
. O V2k—1
) = 3 e
k=1
On a alors " "
— (2k—-1)2 , — (2n+1)% , (2n+1)2 ,
lee(n)] < M < =
‘f 2 Gty 2 Gty (n+ 1)
Ainsi,

nEI—ir-loo et (n) =0

On conclut que
t2
lim E(cos(tY,)) =e 7.

n—-+oo



Exercice sans préparation 1

def ST(A): # A est une matrice 3x38
alpha=rd.normal (0,1,1000)
beta=rd.normal (0,1,1000)
S=0
for i in range(3):
for j in range(i+1):
S+=A[i,jl=x2

dep= S — (A[0,1])*%x2+CA[0,2])*«x2+(A[1,2])*%x2

min=S
for k in range (1000):

T=dep+(A[0,1]—alpha[k])**x2+(A[0,2] —beta[k])**x2+(A[1,2] —alpha[k])*x*2

if T < min
min=T
return min
ST(B)
4.0097773450062455

Que vaut la valeur prise par dep ? Que calcule ST(B)?

Justifier le résultat.

Solution :

1. On cherche la distance de A & ' = vect

M = Pp(A) = ~—=——=

d(A, F)?) =

0 1
0 0
0 0

a12+a23

Z (@i —

1<i,<n

o = O

o OO

o O O

S O =

0 1
0 0
0 0
0 0 01
1 + ai,3 0 0 O
0 0 0 0

M) =1+1+1+1=4

2. Si besoin En introduisant le produit scalaire canonique de M,,(R) on remarque qu’il s’agit alors de minimiser

la quantité

14— S|P?

pour S variant dans S,,(R) autrement dit de calculer

Or les sous-espace S, (R) et A, (R) sont supplémentaires orthogonaux et la décomposition

montre que

(A, S, (R))?

A+tA  A-tA

A:
2 i 2

A+TA,

d(A, Sa(R))* = d(4,
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Exercice principal 2

Toutes les variables aléatoires considérées ici sont définies sur un méme espace probabilisé (92, A, P).
Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires réelles admettant une variance et vérifiant les trois propriétés
suivantes

— Vn e N, E(X,) = 0.

— Vk,n € N* tels que k # n, E(XX,) =0.
V()
lim —= =0.

n—-+o0o n
On pose pour tout n € N*

On admet dans un premier temps le lemme de Césaro :
Soit (un)n>1 une suite réelle qui converge vers une limite ¢ € R. Soit (v, ),>1 la suite définie par

7’”‘ .

vn > 1,v, =

La suite (vp,)n>1 converge également vers £.

1. Question de cours : rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

2. Montrer que

HETOOIE(ZZ) =0.
3. En déduire que Z,, converge en probabilité vers 0.
4. Soit (ap)nen+ une suite réelle vérifiant les deux hypotheses :

.. a+---+a o
— Lasuite —— " converge vers une limite ¢ € R.

alyl +-- anYn
n

converge en probabilités vers (E(Y7).

5. Démontrer le lemme de Césaro.

Solution :

1. Voie EC, mathématiques approfondies de premiere année p24

2.

1 — 2 -

2 2

ZH_EZX,CJFE d XX
k=1 1<i<j<n

D’ou
1 & 1 & E(X?) 1 &EXP)
0<KEZH) == EX) == k kg = k2

II suffit ensuite de faire tendre n vers +oo, utiliser le lemme de Césaro pour le terme a droite et conclure
avec le théoreme des Gendarmes.



3. Soit £ > 0. On utilise I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (on note que E(Z,,) =0) :

E(Z3)
62

P(|Z,| > ¢) <

puis on fait tendre n — +oo.

4. On pose
U, = an (Y, —E(Y,)).

On a alors pour tous n, k € N* :

E(U,) =0, etsik#n, E(UU,) = ara,Cov(Yy,Y,) =0.

De plus
vn > 1, E(U;) = ap(E(Y,)) = E(Y,)?) = a;V(Yy) = a3 V(Y1)
Donc ) )
E Y]
lim n) = lim V(1) =0.
n—-+4oo n n——4oo n
Donc
Ur+---+U,
n
converge en probabilité vers 0, c’est-a-dire pour tout € > 0 :
U+ -+U,
lim P2 s o,
n——+oo n

ou encore
aYi+-+a,Yn ar+--fa,

. S o) —
i PO o P =0
On a par ailleurs,
oY1+ +ayYy, aYi1+--+aY, a+---+ay ap+ -+
ant - E(v) < |2 S Gy 4 2

1l existe ng € N* tel que pour tout n > ng, on a

a1+"'+a'n

" —L[E(Y7)] <

| ™

Donc pour n > ng, on a

a1Y1+"'+anYn_eE(}/l)|<|a11/1+"'+anYn _a1+"'+an
n n n

Donc

Yi+--+a,Y, Yi+ - +a,Y, + - +a, e
R ()| 3 e} o (I R e

Ainsi, pour n > ng

Y+ +a,Y, Y, + - +a,Y, o tay,
p( T gy > ) < B T T gy 2
n n n

Il suffit de passer ensuite a la limite quand n — +oo.

5. bien connu.

an,
—|[E(Y)].



Exercice sans préparation 2

On note I3 la matrice identité de M3(R) et O3 la matrice nulle de M3(R).
2 -1 2
Soit A= | 5 —3 3 |.On admet que (A+ I3)% = Os.
-1 0 =2
Comment pourrait-on déterminer, pour tout p € N, une expression de AP en fonction de p?

Solution :
Le résultat admis donne : P(x) = (z 4 1)® est un polyndéme annulateur de A.

Pour p € N, on effectue la division euclidienne de XP? par P, ce qui s’écrit ici, compte tenu de la formule de
Taylor pour les polynémes :

o = (2 +17°Q(@) + ()PP D @ )2 4 (e 1)+ (-1,

ou @ € R[z]. On peut donc écrire :

-1
AP = (—Upl% (A+I)° + ()P p (A+ L) + (- 1)L
2 -1 1
On calcule alors (A + I3)* = 2 —1 1 | etonen déduit :
-2 1 -1
P dp i1 _p(pQ— 3) p(p2— 5)
—p* 5 7
A= pp-0) e gprr PEZD
plp—1) p? 3
—p(p—2 Py
p(p—2) 5 5 top+

Remarque : on peut remarquer que la matrice N = A + I3 est nilpotente, et développer A? = (—I3+ N)” a
I’aide de la formule du binéme.

Question supplémentaire : Etude du cas p € Z.

Le résultat admis donne Sp (A) C {—1}. Puisque 0 n’est pas valeur propre de A, la matrice A est inversible et
lexpression AP pour p entier négatif a bien un sens. En notant M (p) la matrice obtenue pour AP dans le cas p € N,
on remarque que M (p) x M(—p) = I3, ce qui permet de conclure que A7 = M (—p).
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Exercice principal 3

Toutes les variables aléatoires considérées ici sont définies sur un méme espace probabilisé (92, A, P).
Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi admettant une varaince. Pour
tout réel @ et tout entier naturel non nul n on pose

un(0) =P(X1 + -+ X,, < nb).

1. Question de cours : rappeler le théoréme limite central.

2. On suppose dans cette question que les variables X,, suivent une loi binomiale de parameétres (m, p). Trouver
lexpression de u,(6) en fonction de n, 6, m et p.

3. On suppose dans cette question que les variables X, suivent une loi de Poisson de parametre A > 0. Trouver
Pexpression de u,(6) en fonction de n, 6 et A.

4. On revient au cas général. Soit § € R tel que 6 # E(X;). Montrer que la suite (un(0))nen+ converge et
déterminer sa limite.

5. On se place dans le cas § = E(X7). Montrer que la suite (un(6))nen+ converge et déterminer sa limite.

6. En déduire la limite de la somme suivante en fonction de 0

nm

min(mn,|0n])
k(1 _ \ynm—k
( i )p (1—=p)"",

k=0

ol |fn] désigne la partie entiere de 6n.

Solution :

1. Voie EC, mathématiques approfondies de seconde année p 22.

2. On sait que X; + X5 suit la loi binomiale de parameétres (2m,p). Plus généralement, pour tout n > 1,

X1 + - ,4+X, suit la loi binomiale de paramétres (nm,p). Donc
min(nm,[n6]) min(mn,[n6])
nm nm—
m@= N RN Xa=h= (" )t

3. Dans ce cas, on montre facilement par récurrence que X1 +- - -+ X, suit aussi une loi de Poisson de parametre

nA. Donc
[n0] [no] (n/\)k
un(0) =Y P(Xy 4+ X, = k) :‘f—“zT-
k=0 k=0

4. Si § < M =E(X;) alors pour tout € > 0 on a

Xi+- 4 X

P( -

M ze)=PXi+---+X, 2+ Mn)+P(X1+---+X, < (M—¢)n).

D’ou :
X 4+ X,
0SP(X;+--+ X, <(M—¢e)n) <P sl N Y Y
n

En appliquant la loi des grands nombres et le théoreme des Gendarmes, on en déduit que

lim P(X;+---+ X, < (M —¢)n) =0.

n—-+oo



En choisissant € = M — 6, on en déduit que 11111 un(0) = 0.
n—-+0oo

Si 6 > M. On choisit e =8 — M > 0. On a alors

P(X;+ 4+ X <) =P(X; + + Xp < (M+e)n) =1 -P(X; + -+ X, > (M +e)n).

Or
X 4+ X,
0SP(X1+ 4+ Xo> (M4en) <P| 222 rls o,
n

Donc

lim P(X1+ -+ X, > (M +e)n) = 0.

n—-+oo
Ainsi,

lim P(X;+---4+ X, <6n)=1.

n—-+oo

. D’aprés le théoréme limite central, en notant o 1’écart-type :

X +--+X o1 2 1

i (¥R ( et X, <0 :/ —exp(—t—)dt:f.

n——+o00 o n oo V21 2 2
D’ou .
lim u,(0) = =.
e ) =3

. On revient au cas ot X; suit une loi binomiale de parameétres (m,p). Ainsi, E(X;) = mp. Si 6§ > mp on a

nm i
. )pk(l—p) =1

lim Z
n—-+oo

min(mn,[0n]) (
k=0

Sif <mpona
min(mn,[6n]) (

Jim Y

k=0

Sif =mp, on a

min(mn,[nmp]) wm [nmp] nm 1
. k nm—k _ 1 k nm—k _ —
dno 2 ()t S ()=

10



Exercice sans préparation 3

Soit n € N, n > 3. Soient (a,b) une famille libre de deux vecteurs de R" et ¢ € R".

n
Déterminer deux réels A et p dépendant de (a, b, c) € (R™)? et minimisant la quantité Z |Aax + by + cx|*, on
k=1
a=(a1,..,an), b= (b1,....,b,) et ¢ = (c1,...,cpn).

Solution :
DEMANDER UN DESSIN pour 7 = 3 On veut trouver A et g minimisant ||c + (Aa + ub)||?, ot || - || est la norme
euclidienne associée au produit scalaire de R™. Cette quantité est minimale si et seulement si Aa 4 ub est 'opposé
du projeté orthogonal de ¢ sur le plan Vect (a, b).

Comme la famille (a,b) est libre, on peut contruire une base orthonormée de Vect (a, b).

Prenons par exemple :

(61762)—< L, lall,  fa.)

lall ™ o

o). ou a=VIPTIE - (@i

alla]

On sait alors que le projeté de ¢ sur Vect (a,b) est (c,e1)e; + (¢, ea)es.
Comme la famille (a,b) est libre, par identification on trouve :

A\ = 7<Cv a> + <Cv b> <a> b> o <a7 b>2<ca CL> et

_ [=lalPle,t) | (e a){a,d)
[lal[? a? a?||alf? a '

2 a?

11
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Exercice principal 4

Toutes les variables aléatoires considérées ici sont définies sur un méme espace probabilisé (92, A4, P).
On dit qu’une variable aléatoire X est unimodale si sa fonction de répartition Fx est convexe sur | — 0o, 0] et
concave sur |0, +0o0.

1.
2.

Question de cours : rappeler les propriétés de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

On suppose dans cette question que X suit une loi normale de parameétres (p, 02). Donner des conditions
nécessaires et suffisantes sur p et o pour que X soit unimodale.

. Soit t € R* et soit Z; une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur I; ot I; est Uintervalle égal & [t, 0]

sit<0etal0,t]sit>0. Montrer que Z; est unimodale.

. Pour tout ¢ € R*, on note U; la fonction de répartition de Z;. Quand t = 0, on définit Uy par : Up(z) = 1

pour = > 0 et Up(z) = 0 pour = < 0.

Montrer que pour tout = € R, la fonction ¢ € R — tU;(z) est continue sur R.

. Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition donnée par

Pxw) = [ umwar,

— 00

ot h : R — R est une fonction de classe C', positive, vérifiant h(0) = 0 et telle que I'intégrale

/ - h(t)dt

—o0
converge.
(a) Montrer que X est unimodale.

(b) Montrer que X est une variable aléatoire a densité et déterminer sa densité en fonction de h.

Solution :

1.
2.

Voie EC, mathématiques approfondies de seconde année pl4
La densité de X dans ce cas est donnée par

) = e (4 ‘“)2) |

oV 2T 202

Pa) =~ B oy (210,

Ainsi, f est strictement croissante sur | — oo, u] et strictement décroissante sur [u, +oo[. Pour que X soit
unimodale, il faut et il suffit que p = 0.

D’ou

. Soit U, la fonction de répartition de Z;. Si t > 0, on montre facilement que

0 siz<O,
x
U(z) = n si0< <t
1 six >t.
Il en résulte directement que Z; est unimodale.
De méme, si t < 0, on montre facilement que
0 six <t
t—x .
Ui(x) = ; sit<z <0,
1 six > 0.

Il en résulte aussi que Z; est unimodale.

12



4. Des expressions précédentes, on a si x < 0

0 sit>uwx,
Ut(m) - H sit <.

t

Siz>0,o0na

1 sit<x,
Ut(m) - z sit> .
t

On en déduit facilement que ¢ — tU;(z) est continue.

(a) Il suffit d’utiliser le fait que x — Ui(z) est unimodale pour tout ¢ € R.
(b) On peut écrire pour z > 0

Fx(z) = /; h(t)altJr/;Oo fh(t)dt:/; h(t)dt—i—x/:oo @dt.

h(t)

Puisque h est continue et que t € R* — - peut étre prolongée par continuité en 0, on en déduit
facilement que Fx est de classe C'! sur 10, +00[. On conclut que X est une variable aléatoire & densité.

Notons f sa densité. On a pour tout = > 0

+oo
f@) = ey = [ Mae

* t

Pour z < 0, on a

FX(J;)Z/I t_xh(t)dt:/_;h(t)dt—x/_; ) 4.

et t

Ainsi, Fx est de classe C* sur | — oo, 0].

f@) =) = - [ 2

— 00

13



Exercice sans préparation 4

Soit F un espace vectoriel de dimension finie n € N, n > 2.

On dit qu'un endomorphisme non nul f de E est nilpotent s’il existe un entier positif k tel que f¥ = 0.
On dit que f est unipotent si f — Idg est nilpotent.

Si f est nilpotent et k& un entier positif tel que f¥ = 0, on définit un endomorphisme e/ de E par :

k
ef =

L
==

o~
I
o

1. Montrer que pour tout endomorphisme nilpotent f de E, on a f™ = 0.

2. On note N et U les ensembles des endomorphismes nilpotents et unipotents respectivement. Montrer que
I’application :
exp: N = L(E), f—eéf

établit une bijection entre N et U.

Solution :

1. Soit k P'ordre de nilpotence de f (le plus entier k tel que f* = 0). Il existe v € E tel que f*~1(v) # 0. La
famille (v, f(v),..., f"(v)) est liée et f™(v) est forcément combinaison linéaire de v, f(v),..., f*~(v). On
a donc

(W) = a1 f" L) + ...+ arf(v)
avec ay # 0. Si k > n, on a alors
PR @) = P a0 ) = o T @) ()

A ) = ag fEEE N ) 4 P (v)
On conclut que f*~!(v) = 0 et on a une contradiction. Donc k < n.

2. 11 suffit de remarquer que ’exponentielle admet un inverse. Si u € U et f = u — Idg, 'application inverse

est
n—1 ¢
In(u) =In(Idg + f) = ;(—1)“(? .
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SUJET Maths Approfondies 5

Exercice principal 5

Soit n € N*.

1. Question de cours : Endomorphismes symétriques.

2. Soit A € #,,(R) une matrice symétrique réelle et B € ., 1(R) un vecteur colonne. On considere la fonction
f : R™ — R définie par

Vz e R", f(z) = %tXAX ~'BX,

ot on a noté X € ., 1(R) (lettre majuscule) le vecteur coordonnées de = dans la base canonique.
Montrer que f est minorée si et seulement si A et B vérifient les deux conditions :
(a) les valeurs propres de A sont positives,
(b) B € Im (A),
(ot Im (A) ={Y € #£,1(R) | 3X € #,1(R) tel que AX =Y1}).

3. Soient f1, fo deux fonctions de R™ dans R définies par

1
vz e R", fi(z) = itXAiX —'B;X, pouri=1,2,
ou A; et Az sont deux matrices réelles symétriques et By, By € #,1(R). On suppose que fi et fo sont
minorées et que

Vo € R, [[Vfi(2)]] = IV f2(2)]] .
Montrer que f; = fo.
4. Soient A; et As deux matrices réelles symétriques vérifiant la condition (a) de la question 2. Montrer que

Im (A1 + A2) = Im (A1) + Im (A),

puis en déduire que
Ker (A; + As) = Ker (A1) N Ker (A4s).

(oit Tm (A) = {Y € M1 (R) | IX € Mp1(R) Y = AX} et Ker (A) = {X € #,1(R) | AX =0}).

Solution :

1. Voie EC, mathématiques approfondies de seconde année pl7.

2. On peut raisonner avec les fonction de plusieurs variables ou aussi de fagon algébrique.
— Supposons que f est minorée par un réel m € R. Ainsi,

VX € M1 (R), %tXAX _'BX >m.

En remplacant X par AX, ou A € R est quelconque, on a

)\2
?tXAX —AN'BX >m.

En divisant par A et en faisant A — +00, on obtient
VX € Mpi(R),"XAX >0,
ce qui signifie que A est semi-définie positive. De plus, pour tout X tel que AX =0, on a
‘BX > m.

Nécessairement ‘BX = 0 pour tout X tel que AX = 0. Ainsi B € Ker (4)* = Im (A).
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— Réciproquement, si B € Ker (A)* = Im (A) et A A valeurs propres positives, on peut introduire une
B.O.N. (V4,---,V,) de vecteurs propres de A associés aux valeurs propres 0 < A\; < Ao < -+ < \p,. On
suppose que
O=A=-=Xp—1 < Ap,--+, Ay. Ainsi B € Ker (At = vect{Vp,---,V,}. On a alors

1 n n
— 2
fl@)=5 > OMBE=D B
k=p k=p
ol Yp, -+ ,Vn, B1,- -+, Bn sont les composantes de B et de X dans la base (Vi,---,V,). Clairement f est
minorée.
3. On a
Vfi=A4,X — B,
Ainsi

VX, [|[A1 X — By = [[A2X — By

En fixant X, puis le remplagant par AX dans cette identité, divisant par |A| et faisant tendre A vers +oo

donne
VX, |41 X = [|[AX]|

En levant au carré, cela donne
VX, 'X (A3 - AX =0.

Forcément A? = A2. Etant donné que les vecteurs propres de A; et de A? sont les mémes, on en déduit que
les vecteurs propres de A; et As sont les mémes. On peut donc diagonaliser ces deux matrices dans une méme
base. Puisqu’elles sont SDP, on en déduit facilement que A; = Ay. On revient & U'égalité ||A1 X — By =
|A2 X — Bs|| qui devient ||A; X — Bi|| = ||41X — Bsl| pour tout X. Ainsi

VX, 2(By — B1)A1 X + ||Bl||2 - ||B2||2 =0.

Avec X = 0 on obtient || B;||? — || Bz|> = 0. Ensuite, on a *(By — B;)A; X = 0 pour tout X. Ce qui prouve
que By — By € (Im Al)J‘. Comme By — By € Im (4;) on en déduit que By = Bs.

4. On a Im (A; + A3) € Im (A1) + Im (As). Montrons l'inclusion réciproque. Soient By € Im (A4;) et
By € Im (As) quelconques. Les fonctions f; construites comme ci-dessus avec les couples (A;, B;), i = 1,2,
sont minorées. Donc leurs somme

(fi+ F)(X) = 3 X (A + 42)X — (B + By)X,

est minorée. Ainsi, By + By € Im (A; + As). On conclut que Im (A; + As) C Im (A4; + As). On raisonne
ensuite par orthogonalité pour la derniére égalité.
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Exercice sans préparation 5

Soit n un entier positif non nul. On considére un espace probabilisé (£2,.4,P) et un n-échantillon (X,...,X,)
de variables aléatoires sur €2 indépendantes de loi uniforme sur 'intervalle [0, 1]. Pour chaque w € 2 fixé, on ordonne
les valeurs X;(w),..., X, (w) :

Xil(o.)) < Xi2(w) < N g Xl (UJ)
ou {i1,42,...,4,} est une permutation des indices {1,2...,n} (qui dépend de w) avec la convention que si X;, (w) =
Xy (w) pour k € [1;n — 1] alors i < ipq1.
Pour k € [1,n], on pose alors Yy (w) = X;, (w). On définit ainsi une variable aldtoire Y} en faisant varier w € .
1. Donner un code python qui simule la variable aléatoire Y.
Indication : On pourra utiliser la commande np.sort() qui trie un tableau par ordre croissant.

2. Déterminer la fonction de répartition de Yj. Justifier que Y est une variable & densité et donner une densité
de Yk.

Solution :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Parametres
n = 100 # Taille de [’ echantillon
num_samples = 1000 # Nombre de simulations

# Generer des echantillons de la loi uniforme
samples = np.random.uniform(®, 1, (num_samples, n))

# Trier les echantillons pour obtenir les statistiques d’ordre
order_stats = np.sort(samples, axis=1)

# Afficher les statistiques d’ordre pour une simulation
print("Statistiques d’ordre pour un echantillon :")
print (order_stats[0])

# Tracer la densite empirique des statistiques d’ordre

k =50 # Indice de la statistique d’ordre Y k
plt.hist(order_stats[:, k — 1], bins=50, density=True, alpha=0.6,
color="b’, label=£f’$Y_k$ pour $k = {k}$’)

# Ajouter des labels et une legende

plt.title(f"Densite empirique de $Y_k$ pour $k = {k}$, $n = {n}$"™)
plt.xlabel ("Valeur de $Y_k$")

plt.ylabel ("Densite")

plt.legend ()

plt.show()
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Densité empirique de Yy pour k=50, n =100

mm Y, pour k=50

Densité

0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65
Valeur de Yi

n

2. Pour t € [0,1], on a Fy, (t) = P(X; < t pour au moins k indices i) = Z <?> P(X; < t)’P(X; > t)". Donc
j=k
n n o
R =3 (")ea - o

=k
:jé ( )amﬂ L1 = ) _jz: (Z) (n— )ad (1 — z)r=i-1,

Ainsi la somme s’écrit :

Zn:n<n - 1) P11 — o) = jz_zl <n - 1) S — g

; J—1

J=k

en posant ¢ = j — 1. Pour la seconde somme, notons que :

Geo=r("}")

Ainsi, la somme devient :

n n—1
n—1\ . ) n—1\ . )
n . ) 1—1:”*]*1:715 ( ) )xll—xnlz

J

en posant ¢ = j. En combinant les deux sommes on obtient

fri(z) = #(!n_k)!wk_l(l — fv)n_k, x €[0,1].
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SUJET Maths Approfondies 6

Exercice principal 6

Le but de cet exercice est de montrer par ’absurde que le nombre 7 est irrationnel.

On suppose qu’il existe deux entiers naturels non nuls p et g tels que 7 = =

On définit, pour n € N*, la fonction polynomiale P, et I'intégrale I,, par :

1 s
Ve eR, Py(x)= Ex”(p —qx)" et I,= / P, (t) sin(t) dt.
: 0

1. Question de cours : Donner la définition d’'une somme de Riemann et préciser un résultat sur sa conver-

gence.
2. Soit n € N* et k € N.
(a) Déterminer explicitement les coefficients du polynéme P,.
(b) Ecrire une fonction Python, qui prend en argument un entier naturel non nul n et Pentier ¢ défini dans
I’énoncé, et renvoie une valeur approchée de I,,.

(¢) Montrer que P{¥)(0) € Z.
(d) En déduire que PT(L’f) (p) c7.
q

(e) Conclure que I,, € N*.
3. Etudier la convergence de la suite (I, )nen--

4. Conclure.

Solution :

1. Programme de mathématiques approfondies lére année p12.

2. (a) A Daide de la formule du binéme de Newton, d’un changement d’indice et en remarquant que ( i ) =
-n

(o k) |

2n

o e e (Yoo e

k=0

0 sike0,n—1]
ol ay = L/ n k—n, on—k
o (k n) (=a)""p si k€ [n,2n]

(b) Une valeur approchée de I,, peut étre obtenue par la somme de Riemann :
N-1 n n
q"T km km . (km
Nn! ~) \""n~) "™\~ )
k=0

import numpy as np

def Integrale(n,q):

N=1000
X=[k**n*(np.pi—k*np.pi/N)**n*np.sin(k*np.pi/N) for k in range(N-1)]

return gx*sn*x(np.pi/N)*x(n+1)*sum(X)/np.prod(range(l,n+1))
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(c) D’apres la formule de Taylor pour les fonctions polynomiales, pour tout k € [0,n — 1], Pék)(O) =0€Z
et pour tout k € [n,2n] :

PRI(0) = <k " )(q)’“”pz”’“ = (k) (k " >(k — n)l(—q)Fmp?F € 7.

n! -n n —n

(d) On remarque que : P, (p - x) = P,(x) pour tout € R. En dérivant k fois et aprés évaluation en 0,
q

on obtient :

1y (2) = P00,

dott P (p> € Z.
q
(e) Sur [O, p} , P, et sin sont continues, positives et ne sont pas les fonctions nulles donc : I,, > 0.
q

La fonction P, est polynomiale de degré 2n. Les fonctions P, et sin sont C* sur [O, p} a l'aide de
q

2n + 1) intégrations par parties et en utilisant le fait que P2t =0, on trouve :
( g par p que Py :

I, = [Z (cos()(~1) 1 PRI (1) + sin<t><1>k+1pf’““><t>)] R Ty <P,§2’“> (p) - p,g2k><o>> .
k=0

k=0 0 q
Ainsi, on conclut que I, € N*,

2
3. La fonction t — t(p — qt) est positive sur [0, p} et admet un maximum lorsque ¢t = 2£ qui vaut p—. Ainsi,
q q q

pour tout t € [0, p] :
q

nl \4q

Py (8) sin(t)] < — (p2>n.

2

1 2 n n
Par croissance de lintégrale : |I,,| < — b E. Or, par croissances comparées, — L tend vers 0
n!\4q/ gq n! \ 4q

quand n tend vers +oo, donc par théoréme d’encadrement, la suite (I,,) converge vers 0 quand n tend vers
+00.
1
. Vu la question précédente, il existe un rang ng € N* tel que, pour tout n > ng, |I,| < 20 ce qui est en

contradiction avec la question 2e, ou 1’on a prouvé que I,, € N*. On conclut donc & ’aide d’un raisonnement
par I’absurde que 7 est irrationnel.
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Exercice sans préparation 6

1. Soit (A, )nen une suite d’événements deux a deux disjoints d’un espace probabilisé. Montrer que lirf P(A4,) = 0.
n—-+oo

2. A Taide d’une suite de variables aléatoires, donner un exemple d’une suite (A, )pen d’événements deux a
deux disjoints qui ne soit pas un systeme complet d’événements.

3. Proposer une variable aléatoire réelle telle que Vn € N*, P(X = n) = P(A,)

4. Soit X une variable aléatoire indépendante d’elle méme. Montrer qu’elle est constante.

Solution :

1. la sigma additivité assure que la série de terme général P(A,,) converge donc son terme générale tend vers 0.

2. A, =7 avoir un premier pile au (n+1) tirage suivit d’un pile au (n+2) iéme tirage.
“+o0
3.P(X =0)=1-> P(A)
k=1
4. On utilise les fonctions de répartitions : Soit F' la fonction de répartition de X. Alors F(X) :=P(X < x) =

P{X <z} n{X <z}) =P(X <z)? = F(z)? Alors F(z) = 0 ou F(x) = 1 pour tout réel . On en déduit
qu’il existe un réel a tel que P(X = a) = 1 et X est une constante égale a a.
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SUJET Maths Approfondies 7

Exercice principal 7

Soit (£2,.A,P) un espace probabilisé.

On note E(X) I'espérance, si elle existe, d’'une variable aléatoire X définie sur (2, A4, P).

Soient un entier n > 2, un réel p € ]0, 1] et des variables aléatoires A,,, B,,, et C,,, mutuellement indépendantes,
suivant la méme loi binomiale #(n, p).

On définit T;, le polynome aléatoire :

T, = AnxQ + Bpz + Ch,

c’est-a-dire que, pour tout w € Q, T, (w)(x) est le polynéme A, (w)z? + B, (w)x + Cp(w).
On définit sur R la fonction G,, par

n

VEER, Gu(t)=) P(A, =k)t"
k=0

1. Question de cours : Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

2. Calculer G, (t) pour tout ¢t € R.

3. Exprimer, si elles existent, les espérances E (A,,),E (A, (4, —1)),E (4, (4, — 1) (4, —2)) et
E (A, (A, —1) (A, —2) (A, —3)) en fonction de G,, et de ses dérivées.

4. Justifier que la famille (1,z,z(x — 1), z(x — 1)(z — 2),z(x — 1)(x — 2)(x — 3)) est une base de Ry[x].
5. Montrer que E (An4) =ntpt+o (n4) lorsque n — 4-00.
On définit la variable aléatoire A, = B,,2 — 44,C,,.
6. Calculer, si elle existe, E (A,,), ainsi que sa limite lorsque n — +o0.
7. Montrer que V (an) =o0 (n4) lorsque n — 4-00.

8. Montrer que P (A,, > 0) —+> 0; que peut-on conclure quant a l’existence de racines réelles de T;, 7
n—-+0oo

Solution :

1. Programme de mathématiques approfondies de premieére année p24.

2. Comme, pour tout k € [0,n], P(4, =k) = (n

k)pk(l —p)"~F, on obtient

k
k=0

VEER, Gn(t)=)_ (n) () (L =p)"F =1 —p+pt)".

3. La fonction G, est polynomiale de degré n donc de classe C*> sur R.
Si k > n, alors G (t) = 0 pour tout t € R et si k < n, GF(t) = pn(n—1)--- (n—k+1)(1 —p + pt)" .

On remarque que, pour tout k£ € N, G(k)(l) = k! (Z) pk, avec la convention (Z) = 0 lorsque k > n.
Les variables Ay, A, (A, — 1), A, (A, — 1) (A, —2) et A, (An — 1) (An —2) (A, — 3) sont bornées, donc
admettent une espérance. Par dérivations successives de G, et a 'aide du théoreme de transfert, on obtient :

Gl (t) = zn: kP (A, = k) tF et G! (1) = E (A4,)
k=1

1) = 3 k(k— DB (A = K52 ot GU(1) = E (An (An — 1))
k=2
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GO (t Zk —1)(k—2)P(A, = k)tF3 et GP (1) =E (A, (A, —1) (4, —2))
G (t) Z k(k—1)(k —2)(k—3)P(A, = k) tF* et G (1) =E (4, (A, — 1) (4, — 2) (A, — 3))

4. La famille (1, z,z(x — 1), z(x — 1)(z — 2),x(x — 1)(x — 2)(xz — 3)) est composée de 5 vecteurs de Ry[x]. Puis,
si (Aj)jeqs) € R est telle que

A+ Xz 4+ Azz(x — 1) + Mz(z — 1) (2 — 2) + Asz(x — 1) (z — 2)(z — 3) =0,

en évaluant successivement en 0,1,2,3, on trouve A; = 0 pour tout j € [1, 5].
La famille est donc libre est c’est bien une base de Ry[z].

5. Vu la question précédente et comme z* € Ry [x] : il existe des réels a, 3,7, 4, e tels que

2t = ax(r —1)(z - 2)(z — 3) + Br(z — 1)(x —2) +yz(zr — 1) + dz +¢
En regardant le terme de plus haut degré, on obtient o = 1. Par linéarité de I’espérance on peut écrire :
E (An4) =E (An (An - 1) (An - 2) (An - 3)) + ﬂE (An (An - 1) (An - 2)) + 'YE (An (An - 1)) + oE (An) te.
=G (1) +BGY (1) +7Gr(1) +0G, (1) + &

Puisque G® (1) =n(n—1)---(n—k+1)p* ~ nFp* on en déduit que, au voisinage de +oc0 :

n—-+o0o
GO =n"p' +o(n?) et GUO(t)=o0(n") pourie {1,23}.
4 4,4
Fnalement E (An ) e np-.
6. La variable A, étant bornée, elle admet une espérance. Par indépendance de A,, et C),, on peut écrire :
E(A,) = E(B,?) — 4E(A,)E(C,,). Puis : E (B,?) = E(B,)* + V (B,) = np* + np(1 — p).
Ainsi : E(A,,) = np(1 — p) — 3n?p?, donc E(4,) — —o0.

n—-+oo

7. OnaV (Bn2) =E (Bn4) —-E (Bn2)2. On sait déja que, au voisinage de 400 :
E (B,?) = np(1 — p) + n?p* = n’p® + o (n?)

2
donc E (Bn2) =n*pt+o0 (n4) .
Comme A,, et B, suivent la méme loi, la question 5 donne, au voisinage de +oo :

\% (an) =n'p' +o (n4) —nipt+o (n4) =o0 (n4) .

8. Comme E (A,,) < 0 a partir d’un certain rang, d’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on peut écrire :
P(A, 20)=P (A, —E(An) 2 -E(A,)) SP(A —E(An)[ 2 -E(An)) < ——5

Or, par indépendance de B, et A,,Cy, et de A,,2 et C),2 :
V(A,) =V (B,” —44,C,) =V (B,*) + 16V (4,C,)
o (n*) +16E (4,2C2%) — 16E (4,,C,,)?
o (n*) +16E (4,%)E (C2) — 16E (4,)°E (C,)?
(n*)
(n*) -

o (n*) + 16 (n*p® + o0 (n?)) (n®p® + o (n?)) — 16(np)?(np)?

n
n
n4

0
Ainsi
o (n*)
PA,20) < ——F—,
(A > 0) Intpt + o (n4)
et on conclut par encadrement.

Ainsi, lorsque n — 400, P(A, < 0) tend vers 1, autrement dit, la probabilité que T, n’admette aucune
racine réelle tend vers 1.
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Exercice sans préparation 7

1. Etudier la nature de la série de terme général :

™

un:no‘/n(sinx)ﬁdﬂc avec « €R, 5> 0.
0

2. Donner une fonction Python prenant en parametre S et renvoyant une valeur aprochée de u,

Solution :

2z
1. On utilise I'encadrement de la fonction sinus pour x assez petit. En effet, nous avons par convexité — <
T
. T . . *
sin(x) < @ pour z € [0, 5} (illustrer d’un dessin). Donc, pour 8 > 0 et pour tout n € N* n > 2 |

0< (%)B < (sinz)? < 2®, pour tout 0 <z <

e

0<17rﬂ+1 1 <7rﬂ+1 1
S 9B By 1npti-a NS B A

Les résultats sur les séries de Riemman et le critére de comparaison impliquent que la série de terme général
uy est convergente si et seulement si 8 > a.

import numpy as np

def valeur(beta):
n=500
S=0
for k in range(n):
S+=np.sin((kxnp.pi)/(2xn))=xxbeta
return np.pixS/(nx2)
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SUJET Maths Approfondies 8

Exercice principal 8

Soient (£2,.4,P) un espace probabilisé et n un entier supérieur ou égal & 2.
n—1

Pour tout k € N, on pose agy, =1— 11— ok et pour k € N* ug p, = Gp—1,n — Gk n-
Dans (92, A, P), on admet que 'on définit une variable aléatoire X,, a valeurs dans N* en posant :
Vk e N*, P(X,=k)=urn.
1. Question de cours : Enoncer la formule de changement de variable dans une intégrale définie sur un
intervalle quelconque en précisant les hypotheéses.

2. Montrer que X,, admet une espérance et exprimer E(X,,) en fonction des termes de la suite (a,n)ken-
3. Pour tout réel ¢ et pour tout p € N*, on pose fo(t) =0et fp(t) =1— (1 — e_t)p.

+oo
(a) Pour tout p € N, montrer que l'intégrale I, = / fp(t)dt est convergente.
0

n—1

(b) Montrer que : Z 7 = -1
k=1

(¢) En déduire que : In(n) < I,—1 < 1+1n(n —1).
4. Soit g, la fonction définie sur Ry par :

1 n—1
VE20, gu(t)=1- <1—2t) .

Montrer que pour tout entier m > 2 :

m m m—1
> agn < / gn(t)dt < agp.
k=1 0 k=0
I +o00
5. Démontrer que : E (X,,) — 1 < 1"(—2 1) < E(X,,) et en déduire un équivalent simple de Z ay,» lorsque n tend
n
k=0

vers l'infini.

Solution :

1. Programme de mathématiques approfondies de premiere année p 19.
2. Soit N € N*.

N N N
kuk,n = E k (akfl,n - ak,n) = § kakfl,n - E kak,n
k=1 k=1

N
> kP (Xp=k) =
k=1 =1

< 11

1

N N-1 -1
(k + 1)ak,n - E kakm = ao,n + § Akon — Na/N,n = E Qfn — NaN,n-
k=1 k=1 k=0

=~
Il
<

étant convergente,

. . n—1 T T
Puisque lim — =0,a5, ~ —- La série géométrique de terme général —
k——+o00 2 " k—+oo 2 2

on en déduit par comparaison de séries & termes positifs que la série de terme général ay,, converge.
N .
Et, Nan.p v (n — 1)2—N, donc lim Napy, = 0 par croissances comparées. On en déduit que la
o0

N—+oc0
série de terme général kP (X,, = k), converge et que la variable aléatoire X,, admet une espérance. De plus,

+oo
E(Xn) =) akn

k=0
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3. (a) La résultat est évident quand p = 0.
Soit p € N*. La fonction f, est continue sur [0, 4+o00[. De plus, puisque lim e™* =0, f,(t) ~ pe "
t—+oo t—+oo

1
Ainsi, f, (%) — | par croissances comparées. Par comparaison de fonctions positives, on conclut
P t—>+oc t2 )

+oo
que / fp converge. En particulier, I'intégrale I, est une intégrale convergente.
0

(b) Soit p € N.

+oo 1
= / et (1 — e_t)p dt = lim [ (1 )p }
0 T— 400 ]_
) O
p+1 \t=+c
1
p+1
n—2
Par sommation pour p de 0 & n — 2 et par télescopage, on obtient : I,y — Iy = Z 1 et donc
p
p=0
n—1 1
In_l = E
k=1
1 h 1 kot
(¢) Pour tout k € N*, 3 2 / - et pour tout k > 2, z < / 5 En additionnant membre & membre,
k—1
on obtient
iy T R R
In_1= -2 / —:/ — =lIn(n)
et

1 — [Fat e
o=ty p<iey [ Fore [ E w1,
— 5 Jk—1 1

Donc, In(n) < I,-1 < 1 +1n(n —1).

4. Soit m > 2. La fonction t — 27" est décroissante sur [0, 4-oo[ puis la fonction ¢ — (1 — 2_t)n_1 est croissante
sur [0, +oo] et finalement, la fonction g, est décroissante sur [0, +oo|[. Donc,

m m—1 k+1 m—1 k+1 m—1 m—1
/ gn(t)dt =) / gn(t)dt < / gn(k)dt =" gn(k) = > arn
0 k=0 k k=0 k k=0 k=0
et
m k m
[ awa=> [ awazd> [ aa=Y .,
0 k—1 i k-1 =1
m—1
Donc, pour tout m > 2 Zak n < / gn(t) dt < Q-
k=0
+oo —+oo
. On remarque que gn est convergente pour les mémes raisons que fn—1 (en remplagant e par 2).

0 0
En passant a la limite quand m tend vers +oco dans la question précédente, on obtient :

+oo “+00 400
Xn) —-1= Zak,n < / gn(v) dv < Z ak.n = E (Xn) .
k=1 0 k=0

On effectue le changement de variable u = v1n(2) qui est de classe C' sur R et strictement monotone,
I'intégrale étant convergente, on obtient :
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/0+<>o gn(v)dv = /0+OO (1 — (1 - e—vln(2)>"_1) dv = /0+00 (1 (- e—u)nfl) lnd(;)

1 oo
= 1n(2)/0 frn—1(u) du.

+oo I
Ainsi : / gn(v)dv = %=X ot pour tout n > 2: E(X,) — 1<
0 In(2)

Puis, pour n > 2, d’apres les questions 2 et 3b :

In(2) 2) m(2)’

On conclut alors, quitte & diviser par In(n) et utiliser le théoréme d’encadrement, que :

i‘" In(n)
Ok,n n—+oo In(2) '
k=0

+oo
In(n) < Zak,n < lnin(— 1) T14 1
n
k=0
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Exercice sans préparation 8

Soit § une application linéaire de C*°(R,R) dans C*°(R,R) qui vérifie :
Pour tout (f, g) € C*(R,R) x C*(R,R), (fg) = fo(g) +90(f).

(a) Montrer que 0 s’annule sur les fonctions constantes.
(b) Soit o € R. Montrer que

Pour tout (f,g) € C*(R,R) x C*(R,R), 5<f’(a)g — g’(a)f) () =0.

Ind :Utiliser le Lemme d’'Hadamard :
Soit ¢ € C*(R,R) telle que p(a) = ¢'(a) = 0 alors il existe une fonction ¢ € C*(R,R) telle que p(z) =
(z — a)*)(x).

(¢) En déduire qu’il existe une fonction u € C*° (R, R) telle que

Pour tout f € C*(R,R), 4&(f) =uf’.

Solution :
On notera C pour la fonction constante de valeur ¢, et P; pour la fonction x — z.

(a) On a
5(1) =5(1-1) = 15(1) + 18(1) = 25(1)

donc §(1) = 0, et par linéarité §(C) = 0 pour tout fonction constante C.
(b) Pour le voir on pose :

h(z) = fl(@)g(x) — g'(a)f(z) et (x)=h(z)—h(a).
Alors, ¢(a) = ¢'(a) = 0, donc il existe une fonction v € C*°(R,R) telle que p(z) = (z — a)?¢(x). Ainsi,
3(e)(@) = 65((x — a1)*¢ ) ()

= (z = al)*(a)d(¥)(a) + w(a)5((fﬂ—a1)2)(a)
=2((z — al)(a)é(z — al)(a)¥(a) =

On en déduit, par linéarité, 6(h)(a) = §(h—h(a))(e) = §(¢)(e) = 0. C’est & dire 6(f'(a)g—g'(a) f) () = 0.
(¢) On déduit de I'étape précédente que

Pour tout o € R, 6(f'(a) exp — exp(a)f) () =0,

donc par linéarité de d, pour tout a € R, §(f)(a) = exp(—a)d(exp)(a)f’'(a). Ce qui est bien le résultat
annoncé, avec u = exp(—-)d(exp) € C™.
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SUJET Maths Approfondies 9

Exercice principal 9

Soit n un entier naturel non nul.
On définit, dans un espace probabilisé (2, A, P), deux variables aléatoires X et Y prenant leurs valeurs dans
[1,n 4 1]. On suppose qu’il existe a € R tel que :

V(i,j) € [L,n+1]% pi; =P(X =iNn[Y =j]) = a<i B 1) <j B 1).
1. Question de cours : Rappeler la définition de I'indépendance de deux variables aléatoires discretes.
2. Déterminer la valeur du réel a.

3. A l'aide de la variable aléatoire Z = X — 1, déterminer espérance et la variance de la variable aléatoire X.

On note B € M,,+1(R) la matrice dont le coefficient a la i-éme ligne et a la j-éme colonne vaut :
bij = Pix—;([Y = i]).
4. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
Calculer la valeur de b;; pour tout (i,7) € [1,n + 1]%
5. Ecrire une fonction Python qui prend en argument un entier n et renvoie la matrice B.
6. Montrer que B est la matrice d'un projecteur et déterminer son rang.

7. Justifier que B est diagonalisable et déterminer une matrice P € M,,;1(R) inversible et une matrice D €
M, 1(R) diagonale telles que : B = PDP™.

Solution :

1. Programme de mathématiques approfondies premiere année - p 22.
2. Pour que la famille (p; ;)i j)e[1,n+1]2 définisse la loi conjointe de deux variables aléatoires X et Y, il suffit

de vérifier que p; ; est positif pour tout (4,;) € [1,n + 1]?, et que : Z pi; =1 Ici:
(i,5)€[1,n+1]2

n+1ln+1 n n n n n n
> pig=ad > (o)) =e > () 22 )
. — < 1—1/\j—1 : i) - J
(i,5)€[1,n+1]2 i=1 j=1 /=0 3’=0
Pour calculer ces deux sommes on utilise la formule du bindme de Newton. On obtient :

Z Diy = a(2”)2 = 4™,

(i.9)€[1,n+1]2
S 1
On en déduit : (m)e[[zl;ﬁlppm =l a= TR
Et pour cette valeur de a, on a bien p; ; > 0 pour tout (i, ) € [1,n + 1]?. Ainsi a = 4%
3. On a: Z(Q) = [0,n], et pour tout k € Z(R) :
P(Z=k)=P(X=k+1).

La famille (Y = j));e[1,n+1] est un systéme complet d’éveénements. Par la formule des probabilités totales,
on a donc :

P(sz—&-l)=7§P((X:k+1)m(yzj)):;(Z)ril(jﬁJ

Jj=1



1 1 1
On reconnait une loi binomiale de parametres n et 3 Ainsi : E(Z) = g et V(Z)=n- 3 <1 - ) = g Or
X = Z+1, donc par linéarité de lespérance : E(X) =E(Z)+1 = % +LetV(X)=V(Z+1)=V(2) =

. Soit (i,5) € [1,n+ 1]*. Notons que la probabilité conditionnelle P(y_;)(Y = ) existe bien car P(X = j) > 0
pour tout j € [1,n + 1], d’apres la loi de X trouvée a la question 3.

Puis, par un raisonnement analogue a celui fait pour déterminer la loi de X, on obtient : Vj € [1,n + 1],

1

PY =j) = 2”(] ﬁ 1). Puis, pour (4,75) € [1,n + 1] :

pec=ip =i =5 (" )2 (")) =5 (7)) (1) m R =00 =

Ceci montre que les deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
On peut donc écrire :

. . 1 n
bij =Pux=p(Y =i) =PY =1i) = (z - 1)'

' import numpy as np

def SimulationB(n):
B = np.zeros((n+1,n+1))
for i in range(n+1):
B[i,:] = np.prod(range(l,n+1))/2xxn/np.prod(range(l,i+1))
/np.prod(range(l,n—i+1))
return B

. On a, d’apres la question précédente :

P(Y =1) PY=1) P(Y =1)
_ P(Y = 2) P(Y =2) P(Y =2)
B=(PY = Z)))1<i,j<n+1 = : .
PY=n+1) P(Y=n+1) -+ PY =n+1)
n+1
Toutes les colonnes de B sont identiques et la premiére colonne n’est pas nulle puisque Z PlY =4i)=1.
i=1
Ainsi : B est de rang 1.
PY=1)
P(Y =2)
. En posant C' = . et L = (1 1 - 1). Par calcul matriciel B = CL.
P(Y=n+1)
On a alors B? = (CL)(CL) = C(LC)L. Or :
n+1

LC=) PY =i)=1

puisque la famille ((Y" = 14));c[1,n+1] est un systéme complet d’évenements.
Finalement B2 = B et on conclut que B est la matrice d’un projecteur.
. La question précédente permet d’écrire M,, 1(R) = Im (B) @ Ker (B). Dans une base adaptée a cette

décomposition, la matrice de ’endomorphisme canoniquement associé a B est diagonale. Pour construire P,
on peut utiliser des bases de Im (B) et Ker (B) obtenues en utilisant :

P(Y = 1) -1\ /4 -1
P(Y = 2) 1 0 0
P(Y =3) 0 1
Im(B) = Vect : ,  Ker(B) = Vect .l ol
: : : 0
P(Y =n+1) 0 0 1
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Exercice sans préparation 9

Considérons la suite (u,)nen définie par la relation de récurrence
Un41 = Sinu, et la condition initiale wy = « €]0,1[.

1. Déterminer la nature de la série de terme général v, ot v, = Uy — Up41-
2. En déduire la nature de la série de terme général u?.

3. Quelle est la nature de la série de terme général v ? En déduire la nature de la série de terme général u,,.

Solution :

1. La série de terme général v, est une série télescopique . Elle a méme nature que (uy,).
Par une simple récurrence, on montre que u, €]0, 1] puis w,+1 — uy, = (sinwu,) — u, < 0 donc la suite est
strictement décroissante. La suite (u, ), est décroissante, minorée par 0 donc convergente et sa limite [ > 0
(par analyse de fonction, f(z) = sin(z) — = est négative et strictement décroissante sur [0, 1]).

Maintenant la continuité de la fonction sinus permet de conclure (sinl = 1)) et on conclut que [ = 0.

Donc la série de terme général v,, est convergente.
2. On commence par faire un développement limité de la fonction sinus en 0 jusqu’a 'ordre 3 :

3

. T 3 ; —
sin(z) =« 5 + z7e(x), ilgbs(x) 0.

Donc, pour tout n entier,

ud(1+ f(n)) avec lim f(n)=0.

Up = Up — Upt1 = Up — SINU, = - Lam

1
6

On conclut que 0 < ui

+~ 6v,, d’oll les séries de terme général ui et v, sont de méme nature. Or E Un
oo
converge donc la série de terme général u> converge.

3. La série de terme général w,, ot w, = In(u,) — In(u,41), est une série télescopique, on commence par
calculer la suite des sommes partielles, pour tout p € N :

P P
Sp = Z Wy, = Z In(uy,) — In(upt1) = In(uo) — In(upy1) — +oo.
n=0 n=0

p—r—+o00

Donc la série de terme général w,, est divergente.
On commence par faire un développement limité de la fonction In en 0 jusqu’a 'ordre 2 :

2
In(l+2z)=x-— % +2%e(z), lime(z) = 0.

x—0

Donc, pour tout n entier,

U U 1
RTINS
v n(unH) "\sin Up "1z FuZ + o(u2)

1 1
=In(1+ gui +o(uz)) = gui +o(u?).

On conclut que 0 < u?

n 6w, d’ol les séries de terme général u? et w, sont de méme nature. Or g Wn,
(oo}

diverge donc la série de terme général qu diverge.
Par minoration, on sait que 0 < u2 < u, car 0 < u,, < 1. Or la série de terme général u? diverge donc la
série de terme général u,, diverge.
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SUJET Maths Approfondies 10

Exercice principal 10

Soit n un entier naturel non nul.
Dans la suite, I,, désigne la matrice identité de M,,(R) et ‘A désigne la transposée d'une matrice A.
On munit M,, ; (R) de son produit scalaire canonique, noté (-; -), défini par :

Y(U,V) € M1 (R)?, (U, vy=tuv.

Soient O € M,,(R) une matrice vérifiant 1’égalité 00 =1, et X1, ..., X, des variables aléatoires mutuellement
indépendantes de méme loi normale centrée réduite A(0,1).
X1 Y1
On définit X = et Y =0X = | ! [, ainsi que les variables aléatoires suivantes :
Xn Yn

3

1 n o
Xe et S==3 (x-X)".

k=1 k=1

Y:

3=

1. Question de cours : Somme de deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois normales de
parametres distincts.

2. Montrer que, pour tout k € [1,n], X et Y; ont méme loi.

Dans la suite, on admet que les variables aléatoires Y7, ..., Y, sont mutuellement indépendantes et on choisit

1
la matrice O dont tous les coefficients de la dernieére ligne sont égaux a —.

Vvn
1 n—1
3. Vérifier que : S,,? = - Z 1
k=1

4. Déduire de ce qui précéde que X et S,,2 sont indépendantes.

1
Vit(x —t)

xr
5. (a) Soit x € RY. Montrer que I'intégrale / dt converge et vaut 7.
0

(b) Déterminer la loi de X% 4+ X2
(¢) En déduire la loi de Song1’.

Solution :

1. Programme de mathématiques approfondies deuxieme année p 16.

2. On note Cy, la k-iétme colonne de O pour k € [1,n]. Pour tout (i, ) € [1,n]?, le coefficient & la ligne i colonne
j de la matrice 'OO vaut 'C;C; = (C;; C;). Cette matrice étant égale a 1'identité, la famille (Cy,...,Cy,)
ne contient pas le vecteur nul et est orthonormale, donc elle est libre. Puisqu’elle est formée de n vecteurs,
on conclut que c’est une base orthonormale de M,, 1(R).

n
3. Soit i € [1,n]. Par calcul matriciel, ¥; = Z 0, ;X; et, pour tout j € [1,n], la variable aléatoire O; ; X; suit
j=1
une loi M (0, Om-z) par transformation affine. Puis, les variables aléatoires X; sont mutuellement indépen-
dantes donc les variables O; ;X le sont aussi et par stabilité de la loi normale pour la somme, on conclut :

Y, >N |0, ZOWQ = N(0,1), puisque ZOMQ = 1 puisque O est inversible d’inverse O~! = O, donc

Jj=1 j=1
on a aussi OO0 = I,,. X et Y suivent donc la méme loi.
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4. Par calcul :

Zn: (X — Zn: (X,f — 92X X}, +YQ) - Zn:X,f —nX".
= k=1

k=1 k=1

1 < -
Le choix fait sur O implique : Y,, = ﬁ Z X, =+vn X.

n n
Enfin, on remarque que : ZYIE =YYy =' X'00X =' XX = ZX,%

k=1 k=1

n n n—1
1 — 1 1
Finalement:5n2:n<g X,%—nX2> :TL(E YkQ—YnQ) = E Y,CQ.
k=1 k=1 k=1

5. Avec les questions précédentes et le fait que les variables Y}, soient indépendantes pour k € [1,n], on obtient :

n—1

— 1
X = —=Y,, est indépendante de — Z YZ=25,%

6. (a)

\/> k 1
_tr X4 r . __1
Vi@ —1t) =0+ Vot Stz —t) toe Jz(x —1t)

les fonctions étant positives, on conclut que l'intégrale converge.

A Taide du changement de variable ¢ = g(l + cos(u

(u))
strictement monotone, on obtient : / ’ _ dt = / i 1du = .
’ 0 Vit(z—1) 0
Déterminons la loi de X2 ot X suit une loi AV/(0,1).
Siz>0: Fy:(z) = 2(Va) — ®(—Vz) = 20(Vz) - 1.
Siz <0, Fy2(x) =0.
Ainsi, la fonction Fy2 est continue sur R et de classe C! sur R sauf éventuellement en 0. On conclut que

0 six <0
X2 est une variable aléatoire & densité et une densité est fy»(z) = 1 .

e 2 etax>0
\V2rx

dt est définie et constante, on conclut que

donc, par comparaison a une intégrale de Riemann,

, qui est de classe C' de ]0,7[ dans ]0,z[ et

Comme la fonction z — /
\f tvx —

+oo
h:xw— / Ix,2(t) fx,2(x —t) dt existe et est continue sauf éventuellement en 0.
e o]

0 siz <0
Ainsi, X12 + X5?2 est une variable aléatoire & densité dont une densité est z — { 167% 130 On
- ix
2
1
reconnait : X;2 4+ X52 ~ & <2)
n—1
Comme Y a méme loi que X, de I’égalité nS,? = ZYkQ on déduit que (2n + 1)52n+12 a méme loi
k=1
2n
que ZX,% Pour tout k € [1,n], on pose Z; = Xar—1 + Xai de sorte que (2n + 1)S2n41% a méme loi
k:l .
que Z Zy.. Par la question précédente, Z, ~ & <2> donc 27y, ~ £ (1) et par indépendance des Zj on
k=1
obtient : 2(2n + 1)Sa, 112 ~ y(n). Par transformation affine, So,,; 1% est une variable & densité dont une
0 six <0
densité est : z —> 2"(2n + 1>nx”_1e_2(2"+1) §iz>0

(n—1)!
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Exercice sans préparation 10

On considere I'intégrale
/2
I= / In(sin(z))dz.
0

1. Justifier l'existence de I.
2. Ecrire un code Python qui renvoie une approximation de I a l’aide de sommes de Riemann.
3. Calculer I.

Solution :

1. Insin(x) est équivalent & In(z) en 0 et In(z) est intégrable en 0 car une primitive est z In(z) — x.

2. import numpy as np
def f(x):
return np.log(np.sin(x))
# Parametres

a=20 # Borne inf

b =np.pi / 2 # Borne sup

n = 10000 # Nombre de sous—intervalles

delta = (b — a) / n # Largeur de chaque sous—intervalle

# Somme de Riemann
riemann_sum = sum(f(a + i xdelta) * delta for i in range(l, n + 1))
print (f" Approximation de 1’integrale par la somme de Riemann : {riemann_sum}")

Approximation de I'integrale par la somme de Riemann : -1.087960787406043

w/2
3. On remarque d’abord que I = / In(cos(x))dx puis :
0

2I = /0”/2 In(sin(x))dz + /07r/2 In(cos(z))dx = /Oﬂ/2 {ln (;) n ln(sin(Qx))] s
/07f/2 In(sin(u))du + /: ln(sin(u))du]

T (W awr E [Minenau= [ (L) ae !
2[:/ ln()dz+/lnsinu du:/ ln<>da¢+
0 2 2 0 0 2 2 /2

/Ow/2 In(sin(u))du + /O”/2 1n(sin(u))du] - gm (;) n
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SUJET Maths Approfondies 11

Exercice principal 11

1. Question de cours : Inégalité de Cauchy-Schwarz.

2. Soient n un entier naturel non nul, aq, as, ..., a, n nombres réels et by, bs, ..., b, n nombres réels strictement
positifs. Montrer que :

2 2 2 2
@B a (tat )
bi by bn by +by+-+0by
3. Soient Q = {w1,...,w,} un ensemble fini et P une loi de probabilité sur Q. Soient X et Y deux variables

aléatoires sur €2, on suppose Y strictement positive. Montrer que

X2\ _ E(X])? | E(X)?
E<Y>> EY) ~ E(Y)

4. Soit ¢ : R — R une fonction C' convexe.

(a) On fixe ty € R. Montrer qu’il existe une fonction affine a telle que a(t) < (t) pour tout t € R et
©(to) = alto).

(b) Soit Z une variable aléatoire & densité d’espérance E(Z) finie et telle que ¢(Z) admet une espérance
finie. Montrer que

p(E(2)) <E(p(2)).

5. Soient I un intervalle ouvert contenant 0 et g : I — R une fonction de classe C2. On pose pour = € I :

Gla) = /O 21 — 1)g (tz)dt.

(a) Montrer que pour tout = € I :
1
9(x) = 9(0) = z¢'(0) = 52*G(x).

(b) On suppose que g est convexe. Montrer que G(x) > g"(z/3)

(¢) Montrer que pour tout x €] — 1, +o00[, on a

72

(1+x)ln(1+x)—x>m.

Solution :

1. Question de cours : Inégalité de Cauchy-Schwarz. ECG2, p18.

2. On applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz aux vecteurs v = ( a; ) et w= (\/a)

3. On applique 'inégalité de la question 2 avec a; = X (w;)P(w;) et by = Y (w;)P(w;).
4. (a) On prend y = a(t) la tangente de ¢ en tg.
(b) Sito=E(Z),ona:

S(E(2)) = plto) = alto) = a / tdPy) = / a(t)dP; < / o(t)dP = E(o(2))

u

d
2)g” (u)=2 donc en faisant une ipp
z

5. (a) un changement de variable linéaire donne G(z) = / 2(1 - .
0

F66@ = [ =g du=[le g @+ [ o du=g(o) - 50) - 250



(b) On remarque que 2(1 — t) est une densité d’une variable aléatoire T' sur [0,1] avec E(T') = 1/3. On
applique 4(b) a la fonction f(t) = ¢g”(xt) qui est convexe :

G(x) =E(g"(2T)) = ¢" (2E(T)) = ¢"(x/3)

(c¢) Résulte de 5(b) avec g(x) = (1 + z)In(1l + z) — «.
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Exercice sans préparation 11

Justifier Iexistence et déterminer

inf [/1 (exp(t) — (a + bt)) dt| .

(a,b)eR? | J_q

Solution :

1. L’intégrale d’un produit de fonctions continues sur [—1;+1] existe sur ce méme segment et par conséquent
la quantité (.|.) est bien définie.

(a) la symétrie provient de la commutativité de la multiplication dans R.

(b) la linéarité par rapport a la premiére variable découle essentiellement de la linéarité du passage a la
limité (et de la distributivité de la multiplication sur addition).

(¢) Si f € E,alors 2> 0 et donc (f|f) = 0. Si cette quantité est nulle, f? est une fonction continue positive
sur [—1;41] d’intégrale nulle sur ce méme segement et est donc nulle sur [—1;+1]. f Pest donc aussi.
Ceci nous donne le caractere défini positif.

(.].) est un produit scalaire.

2. Tl est évident que (u|v) = 0 par un calcul direct. Il reste donc & normer les deux vecteurs u et v pour obtenir

1
une base orthonormée. Ainsi (\/;u, \/311) est une b.o.n. de F.

3. D’apres les regles de calcul en base orthogonale, et en notant p la projection orthogonale sur F,

_wh, , wl),
Pl) = L T R

1
Une intégration par parties donne, en posant, I,, = / t" exp(t)dt,
-1

(="

I, = 1) — —nl,_1.
exp(1) exp(1) nly_1
On en déduit que :
1 2 )
Iy = 1) — L = I, = 1) —
=W am M e BT )
et ainsi 1) (1) 5
__exp + exp(—
p(w) = 2 ut exp(l)w'

On remarque que :

inf [/ (exp(t) — (a + bt))ﬂ dt = }Ielg“ [lw = fII? = d(w, F)*.

(a,b)eR? | J_1

D’aprés le cours cette distance est atteinte pour f = p(w) et vaut donc ||w — p(w)||*. En écrivant que

w = (w—p(w)) +p(w) et en remarquant que w — p(w) et p(w) sont orthogonaux, on a alors par Pythagore :

in 1 exp(t) — (a 20 gt = lwll2 = (w12 = exp(2) —exp(=2)  (wlu)®  (wlv)?
(a7b)£R2 [/1( p(t) — (a+bt)) }dt [wl||” = [[p(w)]|” = > Tul2 TR

un calcul permet de simplifier cette expression et d’obtenir :

1

7
inf t) — bV dt=1— —.
(a,%)r)leRQ {/1 (exp(t) — (@ + bt)) exp(1)?2

37



SUJET Maths Approfondies 12

Exercice principal 12

Dans cet exercice, on fixe un entier n € N*, on note
n n
Q={p=(p1,--,pn) ERY", Y pi=1}, et H:Q—=R H(p)=—-) pnp
i=1 i=1

Avec la convention 0ln0 = 0.

On se donne un ensemble fini Q = {w1,...,w;,} et pour chaque p € Q, on note (2, Pp) espace de probabilité défini
par Py (w;) = p; pour ¢ € [1;n].

On note X = {X : Q@ — R}. Pour chaque X,Y € X, on pose :

n

(X,Y) = Z X (wi)Y (ws)

=1

SiX € Xetpe Q, onnote Ey(X) I'ésperance de X relativement a l'espace probabilisé (€2, Pp).
1 1
On notera u = <,...,).

n n
1. Question de cours : Extrema sur un ensemble fermé borné.

2. Montrer que (-, -) est un produit scalaire qui fait de X un espace euclidien. Expliciter une base orthonormée
de X.

3. Notons pour t € Ry, ¢(t) = —tlnt sit > 0 et ¢(0) = 0. On fixe a,b € Ry, a < b, montrer qu’il existe
€ €]0,b] tel que
pla+t)+o(b—1t) > d(a) + ¢(b)
pour tout ¢ €]0, €].
4. Déterminer H(Q) l'image de Q par H.
5. On pose pour X € X

ox:Q—=R, px(p)=H(p)+EpX)

On note Qx le sous ensemble de Q constitué des p tel que p est un maximum global de px.
(a) Justifier que Qx est non vide.
(b) Montrer que pour tout p € Qx, on a p € (R%})".

6. On fixe X € X et p € Qx. Soit Y ={Y € X tel que E,(Y) = 0}. Pour Y € ), on considere

t:R—=>R", t(s)=p+sy
ouy=Y(w),...,Y(wy)) € R™
(a) Montrer que ) est un sous-espace vectoriel de X dont on déterminera la dimension.
(b) Montrer qu’il existe € > 0 tel que t(s) € Q pour tout s €] — ¢, €.
(c) Calculer t'(0).

Solution :

1. Question de cours : Extrema sur un ensemble fermé borné. ECG2, p19.

2. Les fonctions indicatrices (1y,,}) forment une base orthonormée.
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3. La fonction f(t) = ¢(a+1t)+ ¢(b—t) est dérivable sur |0,b[ et f'(t) = —In(a+t) +In(b—t). Pour € < b a7

ona(b—t)—(a+t)=b—a—2t>0sitecl0,e. DoncIn(b—t) > In(a+t) et f/(t) > 0. On en déduit que
f(t) = dla+1t)+o(b—1) > f(0) = ¢(a) + ¢(b) pour ¢ €]0, €.

4. On a clairement H(p) > 0 et H(u) = In(n). Par concavité de la fonction In, on a

H(p) = —Zpi Inp; = Zpi In (;) <ln (Zpll> = In(n)
i=1 i=1 v i=1

bi

Donc 'image de H est inclus dans [0, In(n)].
5. (a) Q est borné fermé et H est continue, donc il existe des extremas globaux.

(b) Supposons p; = 0 et pa > 0. Soient q(t) = (t,p2 —t,p3,...,0n) €t g(t) = px(q(t)) pour ¢t €]0,pz[. On a :

n

g(t) = o(t) + d(pa — t) + X (w1t + X (ws)(p2 — 1) + Z -

g (t) = —In(t) + In(pz — t) + X (w1) — X (w2)
On voit que ¢'(t) — +oo quand t — 0, donc g’'(t) > 0 sur |0, €[ pour € assez petit. On en déduit que
ex(p) = 9(0) < g(e) = px(ale))
ce qui contredit la maximalité en p.

6. (a) Comme noyau d’une forme linéaire, Y est de dimension n — 1.

n
(b) On a clairement Z(pz + sY(w;)) = Zpi + nsEu(Y) = 14+ 0 = 1. 11 suffit juste de s’assurer que
i=1 i
p; + sY (w;) = 0 pour tout i, ce qui est le cas si s €] — €, €[ avec € est assez petit.

(c) ¥(0) =y
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Exercice sans préparation 12

Soient (€2, A4,P) un espace probabilisé, A et B deux événements. Montrer que :

[P(AN B) — P(A)B(B)| <

RNy

Solution :

Si A est un événement, on sait que sa fonction indicatrice 14 suit une loi de Bernoulli de parametre P(A), et
de variance f(P(A)) ou f désigne la fonction z — x(1 — z). Alors

P(ANB) —P(A)P(B) =E(1415) —E(14)E(1p) = cov(14,1p).
En notant p le coefficient de corrélation linéaire, on obtient : |p(14,1p)| < 1, ce qui se réécrit :

lcov(14,15)] < VV(14)V/V(1p) = V/f(P(A))f(P(B)). Comme 0 < f(z) < ! sur le segment [0, 1], on a bien

[P(AN B) - P(A)P(B)| <

R

Question supplémentaire : Cette inégalité est-elle optimale ?

1
La valeur 1 est optimale : il suffit de prendre A = B de probabilité — pour réaliser ’égalité.
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SUJET Maths Approfondies 13

Exercice principal 13

Une secrétaire effectue n appels téléphoniques vers n personnes distinctes (n > 2). Nous admettons que les n ap-
pels constituent n expériences indépendantes, et que pour chaque appel, la probabilité d’obtenir le correspondant
demandé est p €]0,1[. Nous noterons ¢ = 1 — p. On note X la variable aléatoire égale au nombre de personnes
obtenues au téléphone.

Ayant obtenu k personnes, la secrétaire rappelle une deuxiéme fois, dans les mémes conditions, chacune des n — k
personnes qu’elle n’a pas réussi a joindre la premiere fois.

Soit Z le nombre total de personnes obtenues lors des deux séries d’appels.

o

o Gk W

Question de cours Formule des probabilités totales.
Quelle est la loi de la variable aléatoire X 7 Donner son espérance et sa variance.

Quel est le support de la variable aléatoire Z 7

Calculer les probabilités P(Z = 0) et P(Z = 1).

Déterminer la loi de Z .

Python Effectuer une simulation de la loi de Z et déterminer de fagcon approchée son espérance.

Solution :

. Voie EC, mathématiques approfondies de premiere année p22

Soit X la v.a. égale au nombre... X ~ B(n;p) E(X) = np et Var(X) = np(1 — p).

Z est & valeurs dans [0;n].

e P(Z =0) = (¢°)" = ¢*". En effet chaque personne est appelée 2 fois, avec un résultat négatif a chaque
appel.

e Pour la deuxieme probabilité, on peut obtenir Z = 1 de deux maniéres différentes :

— soit on obtient 0 personne sur n lors de la premiere série et 1 personne sur n lors de la deuxiéme,

— soit on obtient 1 personne sur n lors de la premieére série et 0 personne sur n — 1) lors de la deuxiéme.
Ainsi, on a :

P(Z=1)=(1-p)" x (Tll) (1-p)" 'p+ (Tll) (L=p)" 'px(1—p)" ' =np(l—-p)*"?2-p)

. Sachant que X = k, la secrétaire doit rappeler n — k personnes, chacune avec la probabilité p. Ainsi la loi
de Y sachant [X = k| suit B(n — k, p).
Donc on a :
n—k l n—k—1
PY =X =k) = l xp x (1—p) .
S
P(Z=s) = > PY=UX=s-)xPX=s-1)
1=0

- n—s+l1 n—s n 5— n—s
Z( l )Xplx(l—p) X(s—l>><p L (1 —p)n=sti,

1=0
Apres quelques simplifications, on obtient

- (n i!s)! x p° x (1—p)*=? lz_; “(31_ l)!(l —p)’

n!

5 !
— s 11— 2(n—s) S: 1— l 1s—l
(n —s)ls! xprx(1=p) ;l!(s—l)!( p) X

(Z)ps % (1= p)2n=9) x (2= p)*.
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Si on pose p =1 — ¢, on obtient :
P(Z = _[(n 1—¢)® 2(n—s) 1 s_ [T 1— 2\s 2\(n—s)
(Z=s)=|,)0-a)"x() (1) ={ )1 =¢) > ()"

Ce changement de notation nous permet de conclure que Z ~ B(n,1 — qz), ce qui parait logique, vu que

chaque personne se voit offrir une deuxiéme chance. La probabilité d’obtenir une personne vaut donc 1 — ¢>.

" def simul_Z(p,n):
A=rd.binomial (1,p,n)
Z=0
for k in range(n):
if A[k]==1:
Z+=1
else
Z+=rd.binomial (1,p)
return Z
def espZ(p,n):
N=1000
S=0
for k in range(N):
S+=simul_Z(p,n)
return S/N
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Exercice sans préparation 13

On considere I'intégrale
/2 :
r—m/4)sinx
I= / —( - /4 dx
0 sinx — cosx
1. Justifier l'existence de I.
2. Ecrire un code Python qui renvoie une approximation de I en utilisant des sommes de Riemann.

3. Montrer que
I /”/2 (x — 7r/4)cosmdx
0

sinx — cosx

Solution :

1. On a & priori un probléme en 7/4, on constate par un DL1 sinz — cosx ~ \/i(sc — m/4), donc on a un
prolongement par continuité en 7/4 et I'intégrale est bien définie.

2 import numpy as np
def f(x):
numerator = (x — np.pi / 4) % np.sin(x)
denominator = np.sin(x) — np.cos(x)
return numerator / denominator
# Parametres
a = —np.pi/4 # Borne inf
b = 3xnp.pi / 4 # Borne sup
n = 10000 # Nombre de sous—intervalles
delta = (b — a) / n # Largeur de chaque sous—interwvalle
# Somme de Riemann
riemann_sum = sum(f(a + i *delta) * delta for i in range(l, n + 1))
print (f"Approximation de 1l’integrale par la somme de Riemann : {riemann_sum}")
Approximation de I'integrale par la somme de Riemann : 0.7301642024140733
3.

/2 (0
J:/ (x 7r/4)cosxdm
0

sinx — cosx
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SUJET Maths Approfondies 14

Exercice principal 14

Soit n € N. On pose E = R, [X] et, pour P et @ dans F, on pose :

@)= [ PO

1. Question de cours : que peut-on dire des sous-espaces propres d’un endomorphisme symétrique d’un
espace euclidien 7
2. Justifier que l'intégrale ci-dessus est bien définie puis prouver que (P, Q) — (P; @) est un produit scalaire
sur E.
3. Soit ¢ définie sur E par p(P)(z) = (¢? — 1)P"(x) + (22 + 1)P'(x).
Justifier que ¢ est un endomorphisme de F.
On admet pour Iinstant qu’en outre, ¢ est un endomorphisme symétrigue de E. Ce point sera prouvé a la
derniere question de I'exercice.
4. (a) Déterminer les valeurs propres de .
(b) On note Ag, A1, ..., A, les valeurs propres de ¢ ordonnées par ordre croissant. Soit Py un vecteur propre
associé & A, pour k € [0,n]. ¢
Montrer que la famille (Py)ogk<n est orthogonale et déterminer le degré de Py, pour tout k € [0, n].
5. Soit k> 1

(a) Montrer que Py posséde au moins une racine d’ordre de multiplicité impair dans | — 1,1].
(b) On note ay,...,a, les racines d’ordre impair de Py sur | — [ et soit S = H — a;). En considérant
la quantité (S; Py), montrer que Py a k racines distinctes dans | — 1, 1].

6. On prouve dans cette question que ’endomorphisme ¢ est symétrique.
Soient P et (Q dans E. Montrer, en intégrant par parties, que :

/_11(1—t)3/2(1+t)1/2P”(t)Q(t)dt:/_11(2t+1 POQ 1 de - / H32(1+ 0)2P (1)Q (1)t

et en déduire le résultat demandé.

Solution :

1. Question de cours : Voie EC, mathématiques approfondies de seconde année p17

2. Le seul probleme pour la définition de 'intégrale est en —1, or :

PR 1 ~ PDa-1)

qui est intégrable par comparaison a une intégrale de Riemann convergente (1/2 < 1).

L’application (P, Q) — (P; Q) est clairement symétrique et bilinéaire par bilinéarité du produit et linéarité
de l'intégrale.
Pour Pe F:

1
1—t
P, P)= Pt)?/—dt >0
(P; P) /_1 (t) Tt
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par positivité de I'intégrale et :

1
1-t 1-1¢
/ Pt/ ——dt=0 = Vte]-1,1[ P(t)*/ i 0 par continuité et positivité
= Vte]-1,1] P(t)=0

= P =0 car P a une infinité de racines

L’application‘ (P, Q) — (P; Q) est donc bien un produit scalaire. ‘

3. La linéarité de ¢ est immédiate par linéarité de la dérivation et de la multiplication. De plus, ¢ est clairement
a valeurs dans R[X] et si P € E, deg(X? —1)P” < deg P et deg(2X +1)P’ < deg P donc deg p(P) < deg P
et donc ¢(P) € E.

Ainsi, ‘ ¢ est un endomorphisme de F. ‘

4. (a) On remarque que (1) =0, p(X)=2X+1letpour2< k< n:
O(XP) = k(k + 1)X* + kXF — k(k—1)XF2

La matrice de ¢ dans la base canonique est donc triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux

sont les n + 1 nombres ‘ k(k+1) avec 0 < k < n. ‘ Ce sont donc les valeurs propres de ¢.

(b) Avec les notations de ’énoncé on a donc Ay, = k(k+1) pour 0 < k < n. Comme ¢ a n+ 1 valeurs propres
distinctes, (Py,. .., P,) est une base de E. De plus comme ¢ est symétrique, les sous-espaces propres de

FE sont orthogonaux deux & deux et ‘ la famille (P, ..., P,) est donc orthogonale. ‘

Montrons que pour tout k € [0,n], deg P, = k.

On le prouve par récurrence sur n. On sait déja que le résultat est vrai pour n = 0 car ¢(a) = 0 pour a
un polynéme constant.

On suppose le résultat vrai au rang n—1 pour n > 1. Comme la matrice R,,_1[X] est triangulaire, R,,_1[X]
est stable par ¢ et la restriction de ¢ & R,,_1[X] induit un endomorphisme de R,,_1[X] qui admet pour
valeurs propres Ag, ..., A\,_1 comme on le voit en écrivant les matrices de ¢ et de sa restriction dans la
base canonique — c’est le calcul effectué a la question précédente. En fait, en considérant la restriction de
¢ & R,,_1[X] on se retrouve dans la méme situation une dimension en dessous. Autrement dit, en notant
¢ = ¢y pour B =Ry[X], pnr,_,(x] = Pn-1-

Ainsi (Py,...,P,—1) est une famille de vecteurs propres associée aux valeurs propres (Ao, ..., A\p—1) et
par 'hypothese de récurrence deg P, = k pour 0 < k < n — 1.

Comme (P, ..., P,) est une base de F, on a nécessairement | deg P,, = n | ce qui achéve la récurrence.

5. (a) Si Py n’a que des racines d’ordre pair sur | — 1, 1], il ne change jamais de signe lorsqu’il s’annule sur cet
intervalle et donc par le théoréme des valeurs intermédiaires, il est de signe constant. Quitte a remplacer
Py, par — P, on peut supposer Py, > 0 sur | — 1, 1[. Alors, par continuité et positivité de I'intégrale :

<1-P>—/1P(t),/1_tdt>o
3 k) — . k ].+t

Mais 1 est dans le sous-espace propre associé & Ay = 0 d’ou (1; Py) = 0. Contradiction.

(b) Par le méme raisonnement, on suppose que le nombre r de racines d’ordre impair de Py vérifie r < k.
Alors S € Ry,_1[X] = Vect(Py, ..., Py—1) et donc (S; Py) =0.
Mais dans le méme temps S Py n’a que des racines d’ordre pair dans ] — 1, 1] donc ne change pas de signe
sur | — 1, 1] par le méme raisonnement que précédemment et, quitte & remplacer P, par — Py, on peut
supposer que SP; > 0 sur | — 1, 1[ d’ott comme avant (S; Pg) > 0.

C’est une contradiction donc r = k et donc ‘Pk admet k racines distinctes‘ dans | — 1, 1[. Ces racines
sont alors toutes simples.

6. On pose f(t) = (1 —t)3/2(1 4+ t)}/2Q(t). Cette fonction est C' sur ]0,1[ et pour tout ¢ €]0,1] :

) = —50 =P 0V2Q0) + 51— 01+ 0)72Q(0) + (1 - 5721+ 0 2Q ()

= —2(1 + t)Q(t)\/ﬁ+ %ﬂ - t)@(w\/g+ (1=0)*2(1+1)"2Q' (1)

= = DQUN T + (- 0720 +02Q )
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En intégrant par parties — valide car P’ est également de classe C' — on obtient alors :

/ P PP QU dt = / CFP ) a

-1

- / roroa
ﬂ/H dt — / 3214+ 0)Y2P'(1)Q'(t) dt

On trouve bien le résultat annoncé. En faisant passer la premieére intégrale du second membre dans le premier
membre, [’égalité obtenue nous dit alors exactement que :

I
—
By
—
~
=

Il
\
kh
“Q

[
i
S
+
=
“Q

(p(P); Q) = /1 (1= 0)*2(L+6) 2P (H)Q'(t) dt

-1

L’expression dans le membre de droite est symétrique en P et () donc on a automatiquement
‘ (p(P); Q) = (P; ¢(Q)) et ¢ est bien symétrique. ‘
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Exercice sans préparation 14

Soient X, Y et Z trois variables aléatoires indépendantes de méme loi. On pose
W=X+Y+ZetT=(X-Y)?+(X-2)*+(Y -2)>

1. On suppose que X, Y et Z suivent une loi normale centrée réduite. Déterminer la covariance des deux
variables aléatoires W et T'.

2. Méme question quand X, Y et Z suivent une loi de Poisson.

Solution :
On peut écrire
T=2X?+Y?+2%) - 2XY +YZ+XZ)=2W? - 6(XY +YZ+ XZ).

On a par indépendance des v. a. et par le fait qu’elles ont la méme loi :

E(T) = 2E(W?) — 18E(X)?.

On a aussi
E(TW) = 2E(W?) — 6E(XYW) — 6E(Y ZW) — 6E(XZW) = 2E(W?) — 18E(XYW).
Or
E(XYW) = E(X?Y)+E(XY?) +E(XYZ) = 2E(X}E(X) + E(X).
Donc

E(TW) = 2E(W?) — 36E(X?)E(X) — 18E(X)>.

1. Si X, Y et Z suivent une loi normale centrée réduite, on sait que - par stabilité de la loi normale et le lemme
des coalitions- W suit la loi normale de parametres (0, \/3) On en déduit facilement que E(1W?3) = 0. Donc
E(TW)=0,E(W) =0 et

Cov(W,T) = 0.

On peut aussi remarquer des symétries et obtenir directement que la covariance est nulle(chan-
ger Xen-X,Y en-Y et Z en -Z).

2. Si X, Y et Z suivent une loi normale de Poisson de parameétre A, on sait que -par stabilité de la loi Poisson
- W suit la loi de Poisson de parametre A; = 3\. On a alors

E(W) = 3\, E(W?) = 3A(1+3\), E(W3) = 3A(1 4+ 9\ + 9)\?).
On en déduit que
E(TW) = 3A(1 49X + 9X?) — 36A%(1 + \) — 1823 = —27X\3 — 92 + 3\

E(T) = 6A(1 4 3)\) — 18)% = 6.

Ainsi,
E(TW) — E(T)E(W) = —27A% — 9A% + 3\ — 18)\% = —27)\% — 27\% 4+ 3.
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SUJET Maths Approfondies 15

Exercice principal 15

Soient (€2,.A, P) un espace probabilisé et (X,,) une suite de variables aléatoires réelles sur (2, A) admettant des
moments d’ordre 2 et X une variable aléatoire réelle sur (2,.4) admettant aussi un moment d’ordre 2.
— On dit que (X,,) converge Ly vers X ssi 11111 E(X,—X|)=0
n—-+0oo

— On dit que (X,,) converge Ly vers X ssi lim E (|X, — X|*) =0
n—-+00
— On dit que (X,,) converge vers X ps (ou pp) ssi

P({oeo

Le but de I'exercice est établir des liens entre les différentes convergences.

1. Question de cours : Donner la définition de la convergence en probabilité et la loi faible des grands nombres.

lim X, (w) = X(w)}) =1

n——+00

2. Montrer que si (X,,) converge L vers X alors (X,,) converge en probabilité vers X.
3. Montrer que si (X,,) converge Lo vers X alors (X,,) converge Ly vers X.

4. Un exemple : X une v.a.r. suivant une loi uniforme sur [0, 1] et

Xn :\/n—i—l]lXe[O’ i ]

n+1

(a) Montrer que (X,,) converge L; vers 0.

(b) Qu’en est-il de la convergence Ly ? Conclure.

i X, () = X(u)

n—-+oo

5. Supposons que (X,,) converge vers X ps, notons C = {w €N

(a) Soit € > 0. Montrer que
+o00
cclU N [x-x1<d
k=0n>k

(b) En déduire que (X,,) converge vers X en probabilité.

6. Un autre exemple : X une variable aléatoire réelle suivant une loi uniforme sur [0, 1].

X1 =1xgo,1,

Xo = ]lxe}o,%p X3 = ]lxe]%,m

Xa=Txe]o 3], Xs = Lxe]y 31 Xo = Ixe

X7 =1xe)0.1], X8 = Lxe)1.2), Xo = Lxe)z 27, X10 =Lxejz

(a) Donner I'univers image des X,, et montrer que

n(n+1) n

V> =41 P(Xp=0)>

(b) En déduire que X,, converge en probabilité vers 0

(¢) Montrer que (X,,) ne converge pas ps vers 0.

Solution :

1. Voie EC, mathématiques approfondies de seconde année p21

48



2. Les variables admettent un moment d’ordre 2 donc d’ordre 1 (| X,,| < 1+ X?2). Supposons que (X,,) converge
Ly vers X :
Soit € > 0, d’apres I'inégalité de Markov

0< P(|Xn — X| > €) < BE(| X, — X))

Par encadrement on obtient lilf P(|X, — X|>¢€) =0, dou ‘ (X,) converge en proba vers X.
n—-+0o0

3. Montrer que si (X,) converge Lo vers X alors (X,,) converge Ly vers X.
Supposons que (X,,) converge Lo vers X. Comme la variance est positive, nous avons

0 < B(X, - X)* < B(X, - XP)

Par encadrement on obtient 1151_1 E(|X, — X|) =0, dou ‘ (X,) converge Ly vers X. ‘
n—-—+0o0

4. (a)

(b)

5. (a)

X, est positive donc

E(|Xn|)E(Xn)\/mP(XG {OHLD = \/%%o

lim E(|X,|) =0, dou ‘ (X,,) converge Ly vers 0. ‘

n—-4oo

E(X3) =(n+1)P (X € [0, nLD =1

‘ (X,,) ne converge pas Lo vers 0. Nous n’avons pas équivalence entre les deux convergences.

Soit € > 0. Montrer que

X, —X@ <e

Q
N
-
-

C’est la définition de la limite!
Soit w e C lirJrr1 Xp(w) = X(w) donc 3k € N tel que Vn > k |X,, — X| < e
n—-+00
+oo
donc w € U ﬂ [| X5 — X| < €] d’on linclusion demandée.
k=0n>k
En déduire que (X,,) converge vers X en proba.

+oo

Comme P(C) =1, alors P U ﬂ X, —X|<¢ | =1
k=0n>k

Comme 'union est croissante, nous avons

lim P () [IX,—X|<d | =1

k——+oo
n<k

Pl IXn—X|<e | <PXn—X|<e) <L

n>k

Par encadrement on obtient lirJIrl P(|X,—X|<e¢) =1,dou ‘ (X,,) converge en proba vers X.
n——+00

VneN  X,(Q) ={0,1}

. 1
Nous avons a chaque fois ¢ intervalles de longueur -.
i

= 1 1

E 1= % donc pour k > % + 1 I'intervalle associé & X, est de longueur inférieure a ey
n

i=1

dott P(X), = 1) <

n
t d P(X,.=0)>
n—i—le one | P(Xj ) n+1
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(b)

lim P(X, =0)=1dou (X,) converge en probabilité vers 0

n——+4oo

(¢c) Montrer que (X,) ne converge pas ps vers 0.

Yw € Q (X, (w)) admet une sous-suite constante égale & 0 et une autre constante égale a 1. (X,,(w)) ne
converge pas vers 0.

P{w e Q] ngr—ir-loo Xn(w) =0} =0 et donc ‘ (X,) ne converge pas ps vers 0
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Exercice sans préparation 15

Soit A EMQ(R):
a b
=)
On pose t =a+d, s = ad — bc et P(x) = 2° —tz + s € R[z].

1. On suppose que A est diagonalisable, montrer que P(A) = 0.
2. En déduire que P(A) = 0 pour tout A € M3 (R).

Solution :
1. On commence par vérifier que P(A) = 0 si A est une valeur propre de A : les vecteurs colonnes de
(a;A di\) sont liés donce (a — A)(d — A) — be = 0 d’oit P(\) = 0. On en déduit P(D) = 0 si
D = (>(‘)1 )?) oil A, Ao sont les valeurs propres de A. Puis P(A) = P(QDQ™') = QP(D)Q™* =0
2

avec ) la matrice de passage de la base canonique a la base des vecteurs propres.
2. Notons t(A) = a+d et s(A) = ad — be. L’application

R* - R
(a, b, C, d) — [A2 — t(A)A + 5(14)[2]171, [AQ — t(A)A + 8(14)[2]172, [AQ — t(A)A + 8(14)]2]271, [A2 — t(A)A + S(A)12]272
est polynomiale et s’annule sur un ouvert elle est donc nulle partout.

On peut fixer b, ¢, d comme parametres et faire varier x = a par exemple. Dans ce cas, A est diagonalisable
sur louvert {z € R, 2% — 2dz + d* + 4bc > 0}...
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SUJET Maths Approfondies 16

Exercice principal 16

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On munit R" de +sa norme euclidienne canonique.
Pour tout z = (z1,...,2,) € R", on pose f(z) = / h e 1+ iyt + zot® 4+ -+ - + 2, t")2 dt.
1. Question de cours : Donner une condition sutlzﬁsante pour qu’une fonction de plusieurs variables admette
des extrema globaux sur un ensemble donné.
2. Montrer que la fonction f est bien définie.
3. On note M € My, 41(R) la matrice définie par M = ((2 + j)")o<i,j<n

1
Ty
Soit x = (x1,...,2,) ER™, onnote u= | . | € Myy11(R)
LTn
Montrer que f(x) = ‘uMu
4. (a) On admet que pour tout u € M, 411(R), si u # 0 alors "uMu > 0
Montrer que les valeurs propres de M sont toutes strictement positives.

(b) En déduire qu’il existe un réel A strictement positif tel que pour tout x € R™ :

fla) > Alle|?

5. En déduire que f admet un minimum global.
On notera a = (ay,...,a,) un point ol ce minimum est atteint.
6. (a) Montrer que, pour tout k € [1,n], k! + (kK + D)lay +--- + (k + n)la, = 0.
(b) Onpose P(z) =14ai(z+1)+ax(z+1)(x+2)+ - +ap(z+1)(x+2) - (z+n).

Montrer que P(x) = (il__:)ln)'(x —(x—=2)--(x—n).

(c) Montrer que f(a) = P(0) = %

Solution :

1. Voie EC, mathématiques approfondies de seconde année p19 ou 20
2. Soit x = (x1,...,2,) € R™.
Soit la fonction g : t ~— e *(1 4 a1t + xot? + -+ + 2,t™)? est continue et positive sur [0, +oo[. De plus,

1
g(t) T 0 (t2> par croissances comparées, donc ‘ Pintégrale f(z) converge ‘ par domination.
—+o00

3. Par linéarité (toutes les intégrales convergent par le méme raisonnement qu’a la question précédente), on
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trouve que :

—+oo
flz) = / et 4 ot + 2ot? + - 2, t™)2 dt
0

“+o0 “+oo oo
:/ e*tdt+2zzk/ t*ke” tdt++22z :c]/ tHie=tdt
0

k=1 0 i=1 j=1

—1+2Zk'xk+zz i+ )iz

=1 j=1
= ZZ(z + j)lz;x; en notant zp = 1
i=0 j=0

=uT Mu

“+ o0

Remarque : / t'"He7tdt = (i + j)! en utilisant la densité d'une loi (i + j), ou éventuellement par
0

récurrence.

4. (a) Soit X\ une valeur propre de M et u un vecteur propre associé

Comme u est non nul, u” Mu = X|[u||* > 0.

Donc ‘ Toutes les valeurs propres de M sont strictement positives.

(b) La matrice M étant symétrique réelle, elle est diagonalisable d’aprés le théoréme spectral et il existe

donc une matrice diagonale D = diag(\,...,\,) (on peut supposer 0 < Ag < A1 < -+ < A,) et une
matrice orthogonale P telle que M = PD'P. On peut alors écrire avec les notations précédentes, en
posant v = ‘Pu = (vg,...,v,) :
n n
f(z) ="uPD'Pu="vDv = Z)\kv,? > Ao Zv,% = Xolv]I® = Xollul|} = Nol|z|?.
k=0 k=0

5. D’apres la question précédente, il existe un réel r > 0 tel que pour tout z € R”, ||z|| > r = f(x) > f(0).

La fonction f étant polynomiale, elle est continue sur la boule fermée bornée B = {z € R™ | Hx|| r}. Elle
admet donc un minimum m sur B. Par construction de r, on a : Vo € R™\ B, f(z) > f(0) >

‘ La fonction f admet donc un minimum global sur R". ‘

6. (a) Puisque la fonction f est polynomiale, donc C', sur I'ouvert R™, le point a est un point critique, i.e. :

Vk € [1, 7], ai“ 0.

%(a) =9k +2 an(k+i)l

i=1

Or, pour tout k € [1,n],

Pour tout k € [1,n], k! + Zak(/ﬂ-l-i)! =0.
i=1

(b) Pour tout k € [1,n], k!P(k) = k! + Z ar(k+1)! = 0. Le polynéme P est de degré inférieur ou égal a n
i=1
et admet n racines distinctes. Il existe donc A € R tel que P(X) =AX —1)--- (X —n).
(="

Puisque P(—1) =1, on trouve A = CFSIk

P(X):(iL__:):)!(X—l)--(X—n).

(¢) On a, par linéarité (toutes les intégrales convergent) :
—+o0
fla) = / e (1 4+ art +agt? + -+ +a,t™)*dt
0

—+o0
:/ e~ (1 + art + agt® 4 - - - + ant™) dt+2ak/ Y1+ art + agt? + - + ant™) dt.
0
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Or :
400

vk € [1,n], / the (14 a1t +aot®> + -+ apt™) dt = Kl 4+a1(k+ 1)+ az(k+2)!+- - +an(k+n)! = 0.
0

Ainsi :

+o0 n 1
f(a) :/ e M1+ ait +agt? + - Fant")dt =1 +Zakk! = P(0)=—|
0 k=1 n

o4



Exercice sans préparation 16

Soit n € N, n > 2 et (X z)lgz\n des variables aléatoires toutes possédant une espérance et une variance et telles
que (E(X1),---,E(X,)) # (0,---,0). On considere la matrice M € .#,,(R) définie par

M = (E(XiX;))1<ij<n-

1. On suppose dans cette question que les variables aléatoires (X;)1<ign sont indépendantes. Déterminer les
valeurs propres de la matrice M et les sous-espaces propres associés.

2. On revient au cas général. Montrer que toutes les valeurs propres de M sont réelles positives et que
n
> E(X,)?
i=1

ou A\, désigne la plus grande valeur propre de M.

Solution :

1. Puisque (X;)1<i<n sont indépendantes, on a

On pose V ="(E(X;),--- ,E(X,)). On a
M =V'V.

Donc pour tout X € .#, 1(R), on a
MX = ('VX)V.

Notons que V' est aussi vecteur propre est que la valeur propre associée est
t 2
—tVV = ||V

Par ailleurs, on observe que MX = 0 si et seulement si ‘VX = 0. Donc A\; = 0 est valeur propre et le
sous-espace propre associé est vect {V}l. Ainsi, la multiplicité de A; est n — 1.
Le sous-espace propre associé & A, est vect{V'}, qui est de dimension 1.

2. Puisque la matrice M est symétrique, elle est diagonalisable et ses valeurs propres sont réelles. Soit A une

valeur propre et Y = ‘(y,--- ,y,) un vecteur quelconque. On a
YMY = ZZWJ (XiX;) Zyz i Zyz ) =(YV)*>0.
=1 j=1

En choisissant Y un vecteur propre non nul associé a A, on en déduit que A > 0. On en déduit que A > 0

Ainsi, toutes les valeurs propres de M sont positives.

Soient 0 < A; < -+ < A\, ces valeurs propres et (Vp,---,V;,) une B.O.N. de vecteurs propres associés dans
n

le méme ordre. Soit Y = E a;V; un vecteur colonne quelconque. On a
i=1

YMY =3 el <A )l = MY
i=1 i

En combinant avec l'inégalité ci-dessus, on en déduit que
VY € M1 (R), 'YV <AV 2

En choisissant Y = V, on en déduit que [|V]|? < A

%)



