


e La question sans préparation est aussi trés importante. Il n’est pas nécessaire de la mener a son terme pour
faire bonne impression. Le jury est 1a encore attentif aux qualités de réflexion des candidats. Le candidat n’est
pas obligé de parler instantanément en découvrant I’énoncé. Le jury a pu constater que certains candidats,
aprds avoir raté I'exercice préparé, ont redressé la barre sur Pexercice sans préparation.

e Il est important de participer & la jowrnée de I'oral ou, au moins, de la visionner. Elle répond aux questions
de Porganisation et des attendus de chague oral.

Cela permet aux étudiants d’apprendre le déroulement d’un oral du point de vue des membres du jury.

Voici des sujets proposés cette année. Nous publions aussi leurs corrigés, mais insistons sur le fait que ces corriges
sont indicatifs, ont 6té écrits & V'intention des membres du jury et ne correspondent pas toujours exactement & ce
que P'on peut attendre des éléves.






3.

]

6.

Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y). Préciser sa covariance. Les tirages se font avec remise, ce qui
implique une hypothése d’indépendance sur X et Y. On a donc

P(X =9)n(Y =j)] =PX P(Y = j) par indépendance
1
4

=1).
1
16

et
Cov(X,Y) =0.

La variable aléatoire X + Y est & valeurs dans [0, 6].
3 3
(a) Par lingarité de l'espérance, (X +7) = E(X) + E(Y) = S t5= 3.

(b) Par développement de la variance d’une somme de v.a. indépendantes,

5

V(X +Y)=V(X)+V(Y)= 7 +

On calcule pour chaque k € [[0, 6], la probabilité P(X + Y = k).

—Powrk=0:X+V =0¢= (X =0etY =0) doncIP’(X—l—Y:O):]P’[(XZO)D(Y:O)]:i%
d’aprés 2.
— Powrk=1:X+4Y =1 (X=1ct Y =0)ou(X=0et ¥ =1)donc P(X+Y =1) = 1—6+}—:%.
——Pourk:2:X—|—Y:2 e (X =2ctY =0 ou(X =1letY = 1)ou (X = 0etY = 2) donc
PX+Y =2)=— —I— 1—16 + i =16 En raisonnant de méme pour les autres valeurs de k, on obtient
laloide X +Y: ‘ l(l) é1§|3l415’6[
MX+Y:”}E 6116 |5 |76 6 | 1 |

— Remarque : la somme des probabilités est bien égale a 1.

. Les v.a. X +Y et Z sont indépendantes et, par la formule des probabilités totales (en utilisant le systéme

d’événements [Z = 0],[Z = 1],[Z = 2],[Z = 3]), il vient

p = PX+Y =2)
= PX4Y=0nZ=0)+P(X+Y=1NZ=1)+P(X+Y =2nZ=2)+P(X+Y =3NZ=3)

et donc par indépendance :

p = PX+Y=0PZ=0)+P(X+Y =1)PZ=1)+PX+Y =2)P(Z=2)+P(X +Y =3)P(Z =
11,21 31 41
= waitwatica e
105
= =3
Application

a—1 sila partie est gagnée

(a) Le gain du joueur est G = { .Onal(G)=ple—1)+(1-p)(—1) = ap—1

—1 sinon
1

(b) Le jeu est équitable lorsque a.p — 1 =0, c’est & dire a = — puisque p #£ 0.
D

(¢) On suppose donc que a = 6 ¢t que le joueur décide de rejouer jusqu'a ce qu'il gagne une partie. Soit T
le numéro de la premiére partic gagnante. La variable aléatoire T suit une loi géométrique de parametre
p. On a
1 32
E(T) = - = —.
p 5

Le « gain » du joueur est G = a — 1T, et donc, en moyenue :

1E(G):a,—IE(T):G——LB—:wg

Ce nest pas si mauvais d’un point de vue commercial car cela permet au joueur de passer un certain
temps au comptoir (6 parties), sans avoir & trop débourser & la fin, (en moyenne 40 centimes)

3)






Exercice sans préparation T 1

Montrer par récurrence sur 7 que :

ki3

' 1 /2k 2n+1 (2n
vn € N* — = —, -1
n e ak2214k<k> 4n <n>

Solution :

On veut montrer que :

n
1 [2k 2n+1 [2n
¥n ¢ N* g — = . -1
ne ’k:14k<k> qn <n>

Pour n = 1, les composantes (partie gauche, partie droite) de la formule sont :

1 /2 __1 t271—}—1 2n 1m3 2 1_1
\1) 2% T A\ 1\ =3

et donc la formule est vraie pour n = 1.
Supposons la formule vraie pour un certain entier n. On a alors, au rang n +1:

"‘ii 2%\ Z'l” 2% 1 (2(n+ 1)
r\k) dE\ k) At nd
k=1 k=1
n+1 (2n 1 [/2(n+1)
- : 14
4n n gl \ n41
1 4(2n + 1)(2n)! N 2+ 1)2n+ 1))\
grtl (n1)? (n+ 1)1
1 (2n+ 1)(2n)! 9
= 4 1 1)) —1
T (g )P ( (n+1)*+2(n+ ))
1 (2n+2)!
gntl (p 4 1)12

2n+1)+1)~1

Cette derniére formule est bien la formule attendue pour obtenir 'hérédité de la propriété.



SUJET T 2

Exercice T 2

On considére une matrice A € My(R), diagonalisable, qui possede 2 valeurs propres strictement positives, deux a
deux distinctes, 0 < A1 < Ag.

Soit P = (X1]X3) une matrice décrite par ses colonnes : X est la premiére colonne de P, X5 est la deuxiéme
colonne de P. On suppose que P diagonalise A, c’est & dire que P est inversible et

PlAP = (Al 0)

0 A

On suppose par ailleurs qu'il existe une matrice M € Mz (R) vérifiant M 2= A
1. Question de cours. Définition de « Une matrice carrée A est diagonalisable ».

2. Etude d’un cas particulier. On considére la matrice

(a) Verifier que la matrice

diagonalise A et donner P~1.A.P.
(b) Construire une matrice M telle que M 2 = A. (On pourra donner une formule non simplifiée faisant
intervenir P! et P.)
3. On revient au cas général.
(a) Montrer que le polyndme C(z) = (z — A1)(z — X2) est anmulateur de la matrice A.

(b) En déduire un polynéme annulateur de la matrice M. Quelles sont les valeurs propres possibles pour
M?

4. (a) Montrer que X cst vecteur propre de A associ¢ & la valeur propre A; et vérifier qu'un vecteur X vérifie
AX = M\ X si et seulement si il existe un nombre réel a tel que X = aX;.
(b) Montrer que si X est vecteur propre de A 2 alors soit MX = 0, soit M X est vecteur propre de M 2
pour la méme valeur propre.

(c) En déduire que si X est vecteur propre de M 2 alors X et M X sont deux vecteurs colonnes proportion-
nels.

(d) En déduire que la matrice P diagonalise la matrice M. C'est & dire que P71MP est diagonale.
5. On notera dans la suite : B = P AP et N =P 'MP.
(a) Vérifier que I'équation M? = A équivaut a N* = B.

(b) Expliciter toutes les matrices M vérifiant A1 2= A

Solution :

1. ECT2 p.7

2. (a) Appelons X7, X3 les deux colonnes de P :



OnaAdX;=X et AXy=3X3.0na
. (10
AP = (X1]3Xq) =P. <0 3>

Comime P est inversible (son det vaut —2 # 0), il vient

. (10
prar=()9).

o 1 0 —~1
M =P <O \/§> P

(b) En posant

Ona M? = A.

3. (a) Soit le polyndme C(z) = (z — A1).(x — Az). On a (on multiplic & gauche et a droite par P~ let P, on

4.

intercale aussi le produit de ces deux matrices) :
C(A) = (A—M.I).(A—.Ip)
PLC(A).P = P L(A—-)\.L).PP T (A= X.L).P
(P71 AP — M.Io).(PTLAP — \o.Ip)
<0 0 > </\1 0>
0 A2/ °\ 0 O

= 0

I

ot donc C(A) = P.0.P™! = 0. Clest & dire que C' est annulateur de la matrice A.

(b) On en déduit que D(z) = C(a?) = (2> —A1).(¢® — A2) est annulateur de M. Les valewrs propres possibles

pour M sont les racines de ce polyndme, & savoir /A1, —y/ A1, Az, —/ Az,

PlAP= (Al 0>

(a) On a

0 A

o (n 0
A.P-P.(O A2>

ce qui se lit colonne par colonne, matriciellement :

et donc

(AXH]AXy) = (M. X1]22.X2)
et done
A.Xl = /\1.X1 et AX2 = /\Q.XQ.

On en déduit que X, est vecteur propre de A associé & la valeur propre Ay (et Xz est vecteur propre de
A associé a la valeur propre Ag). Un vecteur X vérifie A.X = A.X si et sculement si (A — A.Lo).X =0,
ce qui équivaut a

PL(A—)\.L)PP "X =0

0 0Y poty_
e

cest a dire si et sculement si la deuxiéme composante de P~1.X vaut 0, c’est a dire si et seulement si
P71.X est de la forme a <
a € R.

Clest & dire

1 . Lo . .
o) pour un certain e € R. Ceci revient a dire que X = «.X; pour un certain

b) Si X est vecteur propre de M 2 alors M?.X = \.X et donc, en multipliant par M a gauche il vient que :
g q

MM?*X =\MX

c’est a dire
M? M.X = AMX

et done soit M.X =0, soit M. X est vecteur propre de M 2 pour la méme valeur propre.



(©)

(d)

Si X est vecteur propre de M 2 associé & Aj, X est non nul, proportionnel & X7 et M X est proportionel
a Xy. On en déduit que X et M.X sont deux vecteurs colonnes proportionnels : il existe 1 tel que
MX =pm . X.

Tl en va de facon similaire si X est un vecteur propre de M 2 associé & Ag.

On en déduit que X, et X sont vecteurs propres de M et donc que la matrice P diagonalise la matrice
M. Clest A dire que P~1.M.P est diagonale et avec nos notations :

piyp= (M O
0 H2

5. On notera dans la suite : B = P~ 'AP et N = P"'MP.

(&)
(b)

L’équation M? = A équivaut a (P.N.P‘l)2 = P.B.P7! ce qui équivaut aprés simplification & :
PN2P'=pPRB.P! puisa N* = B.

Si on résout N? = B avec N et B diagonales,

[ H1 0 i . A0
N—<0 M) otB—<0 Ag)

on obtient, par identification équivalence avec p? = A1 et p5 = Ap. Clest a dire

= \//\_1 et jup = \//\_2 ou

N?— B o le\//\_let/ig:\/—/\g ou
o=/ —=A1 et pg = \//Tz ou
M1 = \/——/\1 ct Mo = \/ ~/\2

Il y a donc 4 solutions & cette équation :

V= <1L\0/A_1 i\%—g>

Le raisonnement mené dans I'exercice démontre que lorsque A est dia onalisable et osséde deux valeurs
q {
propres strictement pOSitiVOS distinctes :

A:M?@M=P.<i M 0 >.P‘1

0 £V

ot P est une matrice diagonalisant A en :






et en évaluant de part et d’autre en ¢ = 1, c’est & dire i = 0, il vient

B(U(U - 1) = ~ i 1.(’”; 1).2 = 73-(113——1)

1
Question supplémentaire : Montrer que E(U(U — 1)(U — 2)) = Zn(n ~1){n — 2) (ou simplement demander le
calcul de E(U(U — 1)(U — 2)).

Solution : En reredérivant

1 n
"y = N k(e —1).(k—2)tF3
G = iy k- DD
G = — Z mE DN 1)k — 2).hh
n+1 = k+1

et en évaluant de part et d’autre en ¢t = 1, c’est & dire 1 = 0, il vient

s - 0.0 -2 = g () )= M

E(U) = —, E(U(U - 1)) = %.n(n ~1), B(U(U - 1).(U—-2)) = %.n.(n —1)(n—2)




SUJET T 3

Exercice T 3

1. Question de cours : Rappeler densité, espérance et variance de la loi exponenticlle de paramétre A > 0.

ot

6.

. Soit A un réel strictement positif et

ft) =

Mte™ ™ st 20
0 sit<0’

Montrer que f est unc densité de probabilité.

Powr i € {1,2}, soit T; une variable aléatoirc admettant f comme densité. Calculer Fr,(t), la fonction de
répartition de 7.

On admet la formule donnant ’espérance a partir de la fonction de répartition :

e ++o0

P (T} > t) dt:/ (1= Fr (1)) dt

o) - |

Jo
Calculer E(T3) en fonction de A. En déduire que :
+o00 2
2 At .
/0 At“e dt = 2
* k%

On s’intéresse & deux appareils constitués de deux composants ayant chacun une durée de vie T} décrite
ci~dessus. Les variables aléatoires 77 et Ty sont supposées indépendantes.

. Dans le premicr appareil, les composants sont branchés en série I'appareil ne fonctionne que si les 2 compo-

sants fonctionnent. On appelle D la durée de vie de cet appareil.
(a) Exprimer Dy en fonction de 73 et T3.
(b) Soit ¢t € R. Calculer la probabilité P (D > t). En déduire la fonction de répartition de la variable D;.

(c¢) On admet la formule donnant 'espérance & partir de la fonction de répartition :
+oo
E(Dy) = / P(Dy > 6) dt
0

Domner I’expression de I'espérance de Dy en fonction de A.

Dans le second appareil, les composants sout branchés en parallele : 'appareil fonctionne tant qu’au moins
un des deux composants fonctionne. On appelle Ds la durée de vie de cet appareil.

(a) Exprimer Dy en fonction de 71 et Ta.

(b) Calculer la fonction de répartition de Do.

Solution :

1.
2.

Question de cowrs : ECT 2, p.9
Soit

ft) =

Mte ™™ §it20
0 sit<0’

(a) La fonction f est continue sur tout R sauf, peut-étre, en 0. Elle est positive.



0

(b) Calculons son intégrale : on a / f(t) dt =0 et, pour X >0,

— Q0

/\’ X X
/ j(t) dt = / AQ.teg/\i dt = A/ t.A.e’“/\.T, dt
0 0 0

= [ul) (B A /O Tt dt

X

X

= A [temM]] +/\./ e di
0

On a posé, pour cette intégration par parties, u(t) = t, v(t) = —eM (1) = 1, V(1) = Ne M les

fonctions u et v étant de classe C! sur lintervalle [0, X]. It finalement, en reconnaissant une primitive

pour la denxi¢me intégrale :

X
/ F) At = —AX.e MK p 1M
0

Lorsque X — 400, on a alors
X
/ F(t) dt =1,
0
+c0 +oa
f(t) dt = 1. Par CHASLES, / f(t) dt = 1.

v 00

ce qui montre que /
0

(c) La fonction f est donc une densité de probabilité.

3. Pour i € {1,2}, soit T; une variable aléatoire admettant f comme densité. Le calcul fait pour démontrer que

(@2

f est une densité de probabilité montre que :

0 sit<0
VvVt e R, Fp.(l) = t .
r:(0) / fls) ds=1—e™* —Ate™ sit 20
0

D’aprés la formule donnée, on a :

+0o0
E(Ty) = / e M4 Ate™M dt
0

1 “+o0 +o00
hal </ Ne Mt dt+/ A e M dt>
/\ 0 0

1 2
= Z(141)=~.
/\( ) A

Il

1l faut comprendre que les calculs des deux derniéres intégrales (clles valent 1) sont faits du moment que on
sait que les intégrandes de ces intégrales sont des densités de probabilités.

Dans le premier appareil, les composants sont branchés en série I’appareil ne fonctionne que si les 2 compo-
sants fonctionnent. On appelle Dy la durée de vie de cet appareil.

(a) On a Dy = min(71,T2). La v.a. Dy est & valeurs dans ]0, o0l

(b) Soit t >0 (sit <0, P(Dy>t)=1).Ona (la deuxiéme ligne s’obtient par indépendance de Ty et Tp, la

troisiéme du fait que ces deux v.a. ont méme fonction de répartition) :
P(D;>t) = P(Ty>tetTy>t)
= P(T7y > t)P(T, > t)
2
= (G"M + /\‘t.e“’\")
— 6_2/\‘t + ZA‘t.EMQ/\'t + AQ.t2.€——2/\'t

et donc la fonction de répartition de la variable Dy vérifie :

0 sit <0
1—e M _oNte 2 - N2 42 720 ginon

vVt € R, ]P’(DI St) = {



(¢) On a donc (en utilisant la formule donnée powr Pespérance de Dq),

+oo +oo +o0
E(Dy) = / e M dt+/ 2X.Le M dt+/ A2 e dt
0 0 0

1 1 12 5

i T T T o

La encore, ces calculs d’intégrales ont déja ¢té faits précédemment avec 2X 4 la place de A. Pour conclure,
par la formule usuelle donnant 'espérance, on a

2 oo
= =E(T) :/ tAZ e M dt
A 0

et done oo
" 12 2
/ MM di =2
Jo

6. Dans le second apparcil, les composants sont branchés en paralléle : Papparecil fonctionne tant qu’au moins
b
un des deux composants fonctionne.

(a) On a Dy = max(T},T3). Dy cst & valews dans R,

b) On a, pour t € Ry, (la deuxiéme identité étant par indépendance de Ty et Th.
+

= (1 e )\.t.eﬁ)"t)g .



Exercice sans préparation T 3

On dispose d’une base de données regroupant les informations sur les films sortis en salles depuis 125 ans. Son
schéma relationnel est le suivant (on donne la commande de création) :

CREATE TABLE films (
film_id INTEGER PRIMARY KEY,
film_titre CHAR(120),
annee_sortie INTEGER,
realisateur CHAR(80),
budget INTEGER,
box_office INTEGER,
notes_imdb INTEGER

)

Ecrire une requéte SQL affichant :

1. La liste des titres des films sortis en 1925;

2. Le budget moyen d’entrées des films sortis depuis 2015; On pourra utiliser la fonction de calcul de moyenne
AVG

3. La note IMDB minimale des films réalisés par SCORSESE ; On pourra utiliser la fonction de calcul de minimum
MIN

Solution :

1.
SELECT film_titre FROM films
WHERE annee_sortie = 1925

2.
SELECT AVG(budget) FROM films
WHERE annee_sortie >= 2015

3.
SELECT MIN(notes_imdh) FROM films
WHERE realisateur = ’SCORSESE’




SUJET T 4

Exercice T 4

On considere la fonction f définie par

fﬁ):{tgﬂtm“) sit>0

0 sit=0
1. Question de cours : Enoncer le « théoréme de la limite monotone ».
2. (a) Donner I'ensemble de délinition de f.
(b) Montrer que [ est continue sur son ensemble de définition.
(c) Calculer f' et f” sur J0; +o0l.
(d) En déduire les variations de f sur ]0; +-oof.
(¢) Montrer que I’équation f(t) = 1 admet une unique solution sur J0, +-co[ que 'on déterminera.

3. Soit la suite (uy,), oy définie par

N

Uy —
VneN wuyp1 = f(uy)
1
Montrer que, pour tout n € N, 3 <u, <L
Etudier les variations de (uy).

)
)

(¢) La suite (u,) converge-t-elle? Si oui, déterminer sa limite.

(d) Eerire un programme en Python permettant d’obtenir le rang n & partir duquel [y — 1} < 1074
)

On admet que n(1 — u,) — 2 lorsque n — +o0. Pouvez vous donner un ordre de grandeur de la valeur
de n calculée a la question précédente ?

Solution :

1. Question de cours : ECT 1 p.14.

2. (a) La fonction f est bien définie sur intervalle [0, +oo[. (I’expression In(t) est évaluable lorsque t €0, 00|
et ensuite la combiner avec des puissances positives de ¢ )

(b) Sur 0, 4+oo[. Les fonctions ¢ +> In(t), t > t et t — t? sont continues sur |0, +co[ et donc par produits

puis combinaisons linéaires, f y est continue.
En 0%. On a f(0) = 0. Par croissances comparées, lorsque ¢ — 0%, tIn(t) — 0, de méme que ¢t t?
(continuité polynomiale) et done par combinaison linéaive f(t) = 0 = f(0). La fonction f est donc
continue en 0 a droite.

(c) On a
1
W>Qfﬁy:%—mm—t;:%—1-mm
o 1 2t-1
W>Qf%ﬂ:2—z:~%;.

(d) On en déduit que f”(¢) est du signe de 2t — 1 et done (dessiner le tableau de variations) :
i. f' est strictement décroissante sur |0, —2—[,

o . . 1
ii. f’ est strictement croissante sur ]—2~, +oo],



3. Soit la suite (u,)

1 1
iti. f’ est minimale en 3 et y vaut f/(i) = In(2)
On en conclut que :
Vi >0, f/(¢) 2 In(2) >0
et donc f est strictement croissante swr |0, +oo[. Par continuité en 07, elle est aussi strictement croissante
sur [0, +oo[ (non demande).

1
On a f(t) = 0 lorsque ¢t — 07 tandis que lorsque ¢ = 40, par croissance comparée 7 In(t) = 0 d’out

f@) =t? <1 - % 111(t)> — +00.

On en déduit (théoréme de la bijection) que f établit une bijection de |0, +-o0[ dans lui-méme et 1'équation
f(t) =1 alors admet une unique solution sur ]0, 4-00[. Cette solution est 1 car f(1) = 1% — In(1) = 1.

nen définie par

1
{ Ug = 5
VrneN upy = f(uy,)
. . . 1 1 1
On a vu que [ est strictement croissante sur |0, +-o0o[. Par ailleurs f(1) = 1 et f(g) =1 + 5 In(2) =

1,1 1 1
5(5 +1n(2)) = 3 (car In(2) =~ 0.69 > 5)

1 1 1 1
On en déduit que si x € {5, 1} alors f(z) € {5, 1} et de la, par récurrence, comme ug = 5 € {5, 1} ,

1
YneN u, € {5, 1} .

1
Etudions le signe de g(t) = f(t) — ¢ sur l'intervalle {5’ 1} .Ona

g(t) = t. (t — 1 — In(t)) = t.h(t)

oll on a posé h(t) =t — 1 — In(t). Comme

1
VES 0 () =12 =

1
On en déduit que h est strictement décroissante sur [5, 1} (car b’ < 0 sur Pintérieur de cet intervalle)

et donc )
Yt € [5, 1f, A(t) > h(1) =0
On en déduit que
1
Vi e [5)1[) (](t) >0

et donc que

Ve [%,1[, FO) >t

1
(avec égalité lorsque ¢ = 1) On en déduit quesin € N, u,, € [5, 1} et
Upt1 = f(Un) 2 Un
et donc la suite (u,) est croissante.

. . e 1
Etant croissante el majorée par 1, la suite (u,) est convergente, vers une certaine limite £ € [5’ 1].

On a
Vo eN, ung1 = f(un)

avec, lorsque 1 — +00, U1 — £, f(un) — f(£) (car f est continue en £ et donc par unicité de la limite,
1 .
e *2*, 1), j([}) ={

et donc £ =1.






Exercice sans préparation T 4

Soient X et ¥ deux variables aléatoires de BERNOULLI, de paramétres de succes respectifs p et g.
Montrer que si X et ¥ sont non corrélées (c’est a dive si leur covariance vaut 0) alors X et ¥ sont indépendantes.
Montrer par un exemple que ce résultat est faux si X est de BERNOULLI et Y peut prendre trois valeurs
différentes.

Solution :
Pour obtenir I'indépendance de X et Y7, il nous faut montrer que :

PX =letY =1 = PX=1)PY =1)
P(X=letY =0) = PX=1)PY =0)
P(X =0etY =1) = P(X=0)PY =1)
P(X =0etY =0) = PX =0)PY =0)

Supposons X et Y non corrélées :
E(X.Y)=EX).EY)=p.q.

La variable Z = X.Y est une v.a. de BERNOULLI de paramétre de succés :
r=E(Z) = E(X)E(Y) = p.g.

Or{Z=1}={X=1}n{YV =1} et
P(Z =1)=E(Z)=r=pgq

c’est & dire

P(X=1lectY =1)=PX =1).PY =1).
Maintenant, par passage au complémentaire :
P(X =1letY =0) PX=1)-PX=1letY=1)=p—pg=p(l—¢) =PX =1)PY =0)
P(X=0ctY=1 = PY=1-PX=1ctY=1)=¢g-pg=(1l-p)lg=PX —O)IP’( =1)
PX=0ctY=0) = 1-PX=1etY=1)-PX=1etY=0)-PX=0etY=1)=1-pg—(1-p)g—p(l—q)=

i

Soit r €]0, 1] et prenons Y avec

P(Y =0)=1—r7 P =—1) = 32- P(Y = 41) =

[Nl B

ot X =Y2
La v.a. X est de BERNOULLI de paramétre de succés r,

E(Y)=0,EXY)=EY?) =E(Y)=0

et donc X et Y sont non corrélées.
On a

IP’(X:1etY:l):]P’(Yzl):g,]P’(le).]P’(Yzl):r.j;é]P’(lect Y =1).
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