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SUJET BL 18

sujet BL 18

EXERCICE PRINCIPAL

. Question de cours : formule de Taylor-Young,.

Dans toute la suite de 'exercice , L désigne la fonction définie sur IR par :
VeeR, L{z)=a2e".

Pour tout nombre réel y, on dit que le nombre réel a est solution de I'équation de Lambert (I,)
si la valeur de L en @ est égale a y :

L@ =y )
a) Justifier que la fonction L est de classe C* sur R et calculer ses dérivées successives.
b) Donner le tableau de variation de L sur IR et en déduire pour quelles valeurs du nombre

réel y Péquation de Lambert (I,) admet une unique solution réelle.
¢) Donner ’allure d'une représentation graphique de la fonction L.

a) On pose I = [—e™!,+oo[ et J = [-1,+o0].
Justifier 'existence d'une unique application W de I dans J telle que pour tout y € 1, W(y)
soit solution de I’équation de Lambert (I,).

b) Justifier la dérivabilité de la fonction W sur | —e™!, 400 [ et, pour tout élément y de cet

intervalle ouvert, 1’égalité :
1

1 W’(y)) W)
¢) En utilisant 'égalité des accroissements finis, démontrer que :

Vv —e 1) — W (—e!
lim Wiy —e )y - W(-e!) .
y—04 Y

Wiy) = (

Que peut-on en déduire pour la courbe représentative de W' ?
a) Justifier I'existence de deux nombres réels a et b tels que ’on puisse écrire quand y tend
vers 0 :
W(y) = ay+ by +o(y°) -
b) Donner le développement limité & I'ordre 2 en 0 de la fonction & — aze® + bze™ et
en déduire les valeurs de a et b.

a) Justifier, pour tout y > 0, 'égalité :  In (W (y)) + W(y) = In(y).
b) En déduire que W(y) est équivalent a In(y) quand y tend vers 400 .
c) Justifier 'équivalence quand y tend vers +oo :

W(y) - In(y) ~ — In (In(y)) -



Sujet BL 18

EXERCICE SANS PREPARATION

Soit n un entier strictement supérieur 4 3. On considére n personnes qui jouent a "Pile" ou "Face"
avec une piéce de monnaie équilibrée et de fagon undépendante.

1. Soit A I'événement : "une seule personne exactement obtient un résultat différent des (n— 1) autres
personnes”.

Calculer la probabilité de A.
2. Un jeu consiste a réitérer 'expérience précédente (appelée "partie") jusqu’a la réalisation de A

On note X la variable aléatoire a valeurs dans N* désignant le nombre de parties jouées si le jeu
s'arréte et prenant la valeur 0 sinon.

Donner la loi de X, son espérance et sa variance.
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CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Cours.

2. La fonction L

a) La fonction L est de classe C* sur R en tant que produit de deux fonctions de classe
C*° sur R, la fonction polynomiale & — z et la fonction exponentielle.

Ses deux premiéres dérivées sont données, pour tout réel a par :
Lx)=(z+1)e"
L'(z)=(z+2)e" .

En procédant par récurrence ou en utilisant la formule de Leibniz, on obtient 'expression de la
dérivée n-iéme de L en tout point x :

LM (z) = (x +n)e”|.

b) La fonction L est strictement décroissante sur lintervalle fermé | — oo, —1] et strictement
croissante sur U'intervalle fermé [—1, +oo[. Son minimum, atteint en —1, est égal & —1/e. Elle
tend vers 0 en —oco et vers 400 en +co.

Il en résulte que 'équation de Lambert (l,) admet une unique solution réelle si et seulement si

|z € {-1/e} U [0, +o0[ |-

3. La fonction W

a) D’aprés I’étude faite en 1.b, la restriction de la fonction L a lintervalle J = [—1, +o0 |
réalise une bijection de J sur lintervalle [ = [-e™ !, 4oo].
La bijection réciproque W de cette bijection est I'unique application de [ dans J telle que pour
tout y € I, W(y) soit solution de I'équation de Lambert ([,).

b) La dérivée de la fonction L ne s’annulant pas sur I'intervalle ouvert | — 1,400 [, I'appli-
cation W est dérivable en tout point de

L(—1,+cc() =]-e},+o0]

et, pour tout élément y de cet intervalle ouvert, sa dérivée est donnée par la formule de dérivation
d’une fonction réciproque :

a1 1
W) = (W) (1+W()eW®

¢) Soit y > 0.



D’aprés 1’égalité des accroissements finis, appliquée & la fonction W qui est continue sur le
segment [—e™ !, y—e '] et dérivable sur |—e™!, y—e™'[, il existe un élément c(y) de ]-e7t, ar—e
tel que :
Wy —e)—W(—e) 1
y = Wey) = wlew)
(14 W (e(y))) ™0

Quant y tend vers 04, c(y) tend vers —e ™! par valeurs supérieures, W (c(y)) vers —1 et fina-
lement (1 + H’r (C('y))) EH"(C(?“]) vers O+_

Par conséquent :

W = T _ a1
lim Vi~ )~ Wics ) = 400
y—04 Yy

1

1l en résulte que la courbe représentative de W a une tangente verticale au point (=&~ —1):t

4, a) D’apreés le théoréme de la bijection, W est continue sur I, ce qui entraine par la formule
de 2.b exprimant la dérivée W’ a I’aide de W, que la fonction W est de classe C'! sur |—e ™, +o0|
et permet ensuite d’affirmer que W est de classe C? puisque sa dérivée est de classe C', par
composition, & nouveau a partir de I'expression de W’ en fonction de W.?

Comme W est de classe C? au voisinage de 0, elle admet un développement limité & 'ordre 2
en 0 donné par la formule de Taylor-Young et, comme W (0) = 0, il existe done deux nombres

v
réels a = W/(0) et b = L 2(0)

tels que :

W(y) =, ay+by* +o(y°)

b) |a:ce'T + br2e®™ = ax + (a + b)z? + xle(z) ‘ , avec 1i[1})£(:13) = 0.
e |

Par substitution, puisque ze® tend vers 0 quand x tend vers 0 :
Wi(ze®) = ax + (a + b)a? + 2?e(z) + o(z?e**)

ce qui entraine que W (xe®) — az — (a + b)a? est négligeable devant 22 quand x tend vers 0.
Par unicité d’un développement limité et comme W(ze®) =W (L('L)) =z, on en déduit :

a=1
b= -1
3. a) Soit ¥ > 0. Par définition de W en tant que bijection réciproque, on a

L(W(y)) = W(y)eV® =y

d’ofl, en passant aux logarithmes, ce qui est possible parce que y et W(y) sont strictement
positifs :

In (W(y)) + W(y) = In(y)

1. Ceci correspond, par symétrie par rapport 4 la premiére bissectrice, au fait que le graphe de L admet une tangente
horizontale au point (—1, —e™1).

2. On démontrerait ainsi de proche en proche, par une récurrence immédiate, que W est en fait de classe C° sur
I'intervalle ouvert | — e !, 4ool.



b) Quand y tend vers +oco, W (y) tend vers +oo, ce qui entraine que In (Hf’(y)) est négligeable
devant W (y), donc que In (W(y)) + W(y) est équivalent & W (y).
On en déduit & I'aide de 1'égalité démontrée en a) que W (y) est équivalent & In(y) quand y tend
vers 400 .

¢) Pour tout y > 1, on pose :  h(y) = W(y) — In(y), ce qui permet d’écrire W (y) sous la

forme :
hiy) )
In(y)”

W(y) = In(y) — In (In(y) + 2(y)) = In(y) — In (In(y)) — In (1+

D’aprés I'équivalence précédente, h(y) est négligeable devant In(y) quand y tend vers I'infini, de
sorte que
W) =, In(y)—In (ln(y)) + o(1)

et on en déduit I'équivalence quand y tend vers +o0o :

l W(y) = In(y) ~ —In (In(y)) |-
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CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

1. Les n personnes jettent chacune une piéce. L'univers est Q@ = {P, F'}" muni de I'équiprobabilité.

Donc, chaque résultat a une probabilité égale a

2n'
Pour i € [1,n], on pose : X; = 1 si la i-éme personne obtient "Pile" et X; = 0 sinon.
Les variables X; sont indépendantes de méme loi de Bernoulli de paramétre 1/2, donc

ZXi — B(n,1/2) .
i=1

L'événement A est réalisé si a Iissue des n lancers, il y a 1 "Pile" et (n—1) "Face", ou I'inverse. Donc,

A_(ii;x,-:nq)u(gxzq)

ny 1 n 1 n
P(A) = (1) on + (n_ 1) on . on—1 5

; q g . n
2. La variable aléatoire suit la loi géométrique G (—)

2n—1
211—1 211—] _
et V(X) =212 T,

n n

et par incompatibilité,

Done, E(X) =
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EXERCICE PRINCIPAL

1. Question : donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'une série géométrique soit
convergente.

On note S 'ensemble des suites @ = (u,),en de réels positifs ou nuls tels que la série Z“”

n>0
+oc

converge, et S; le sous-ensemble de S des suites (a,)nen € S telles que Z an= L.
n=0

2. Montrer que pour toute suite © = (u,)nex € &, non identiquement nulle, il existe un unique
réel A > 0 et une suite v = (vp)nen € S1 tels que v = Au (cest-a-dire v, = Aup, pour tout n).

1

3. a) On pose ug = 0 et pour tout n € N*, 4, = ———.
n(n + 1)

Montrer que la suite © = (¢4, )nen € S1-

b) Soit a €]0,1[. On pose pour tout n € N, v, = a™.
Montrer que la suite © = (u,)nen € S et trouver le réel X et la suite v = (v, )nen définis dans
la question 2.

4. Soit f une fonction définie sur Ry, & valeurs réelles, deux fois dérivable, telle que f(0) = 0,
f(0) =k €]0,1[ et pour tout & >0, f'(x) > 0et f’(x) <0.
On suppose que ug > 0 et que pour tout n € N, u,11 = f(un).
a) Montrer que v = (up)nen € S.

b) Soit v = (vnp)nen € Si une suite définie a partir de v = (un)penw comme dans la
question 2.

On considére la variable aléatoire X, définie sur un espace probabilisé (Q,.A,P), a valeurs
dans N telle que pour tout n € N, P(X, = n) = v,.

Montrer que X, admet une espérance et une variance.
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EXERCICE SANS PREPARATION

Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E tel que f2=1,

Montrer que E = Kerf & Imf.
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CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Cours.
oL 1 1
2. Soit U = Zun. On pose v,, = N Uy, alors v = Wi u.
n=0
1 1 Pl
3a)Ona:u,=—-— — e = 1.
) [ n n+1 HZI b
+o0 1
b a = , donc v = (1 — a)u.
) ; T (I —a)u

4.a) Soit @ > 0. Alors f' est décroissante, donc f'(x) < k.
Siy >0, il existe x €]0, y[ tel que

fy) _ ) = fO) _ Pla) <k

Y y—0

Upt1 U
Pour n € N, on a donc L A f(un) < k, donc, Vnn € N, u,, < k™ug.

Up Unp
Par suite, la série de terme général w, est convergente.

: Ain,
b) On a v, = Auy, avec A > 0. Soit | €]k, 1[. On a -t = 2+l

Un Aup
(n -+ 1) Un+41

nvn

< k, dong, il existe un entier NV tel

que pour n > N, <L

On en déduit que nv, < "V Nuy, terme général d’une série convergente.

+oo
Ceci montre l'existence de E(X,) = 5 Uy,
n=0
On montrerait de méme D'existence de la série E n’v,, converge, ¢’est-a-dire l'existence de la variance

n=>0
de X,.
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CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E tel que f2 = f.

Montrer que E = Kerf & Imf.
Remarque : les projecteurs ne sont pas au programme B/L.

Siz € KerfnImf, alors f(z) =0 et Iy € E tel que x = f(y). Par suite, x = f(y) = f(2) = [*(y) =
fly) =xz=0et Kerf NImf = {0}.

Par analyse-synthése, on a :

e Soit z € F; on suppose qu'il existe x € Kerf et y € Imf tels que z = = + y. Puisque y € Imf,
Ja € E tel que y = f(a). Par suite, f(z) = f(z) + f(y) = f(y) = f*(a) = f(a) = y. Pour z donné, on
choisit donc y = f(2) et x =2z — y = z — f(2).

e Soit z € E. On propose & = z — f(2) et y = f(z). On a bien : y € Imf et f(z) = f(z) — f*(z) =
f(z) = f(2) =0, donc = € Kerf. Enfin, on vérifie bien que x +y =2 — f(2) + f(z) =2 € E.

Bilan : £ = Kerf & Imf.



